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Wstep

Ubezpieczenia stanowia wazny element wspotczesnej gospodarki i w znaczacy
sposob przyczyniaja si¢ do jej rozwoju. Dzieki ubezpieczycielom wzrasta
atrakcyjnos¢ rynku inwestycyjnego, a znaczenie zakladéw ubezpieczen jako
inwestorow instytucjonalnych stale rosnie. Ubezpieczenia sq coraz mocniej
powiazane z innymi segmentami rynku finansowego. Ubezpieczyciele wspot-
pracuja z wieloma podmiotami, w szczegolnosci z bankami, posrednikami
ubezpieczeniowymi i finansowymi, specjalistami, takimi jak rzeczoznawcy,
likwidatorzy szkod itp. Wazna role w gospodarce odgrywaja rowniez insty-
tucje pelnigce funkcje nadzorcze i kontrolne rynku ubezpieczen. Poprzez
swoja funkcje ochronng ubezpieczenia warunkuja stabilne funkcjonowanie
gospodarki.

Identyfikacja prawidlowosci zachodzacych na rynku ubezpieczen oraz
powiazan zjawisk ubezpieczeniowych miedzy soba oraz z innymi sektorami
gospodarki jest wazna dla wielu réznych podmiotéw. Poprawne okreslenie
i opis tych prawidlowosci jest mozliwy dzigki zastosowaniu metod staty-
stycznych.

Analiza danych statystycznych jest niezbedna dla funkcjonowania zaktadow
ubezpieczen, a wykorzystywana jest gtdéwnie w zagadnieniach aktuarialnych,
w procedurze underwritingowej, marketingowej czy w szeroko rozumianym
zarzadzaniu. Wszystkie dziaty zakladéw ubezpieczen wykorzystuja metody
ilosciowe w celu pozyskiwania wiedzy. Dane o rynku ubezpieczen sa wazne dla
prawidtowego funkcjonowania organéw nadzoru, instytucji wspomagajacych
funkcjonowanie rynku, w tym posrednikow ubezpieczeniowych. Umiejetnos¢
wykorzystywania metod ilosciowych jest rowniez cenna dla samych ubez-
pieczonych oraz posrednikéw ubezpieczeniowych, gdyz wspomaga proces
racjonalnego podejmowania decyzji finansowych, w tym ubezpieczeniowych.

Autorzy niniejszej monografii postawili sobie za cel przyblizenie Czy-
telnikowi metod iloSciowych, ktore pozwalaja na analize wielu zjawisk
dotyczacych rynku ubezpieczen, jak i na podejmowanie decyzji finansowych
przez uczestnikow tego rynku, w tym ubezpieczonych oraz posrednikéw
ubezpieczeniowych.
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Pierwsza czes¢ ksiazki, na ktdra sktadaja sie rozdzialy 1-7, przedstawia
mozliwosci analizy rynku ubezpieczen i zagadnien ubezpieczeniowych za
pomoca metod statystycznych oraz metod rachunku prawdopodobienstwa.
Rozdziat 1, stanowiacy wprowadzenie do tej czesci monografii, koncentruje
uwage na dwoch zagadnieniach: koniecznosci precyzyjnego definiowania
badanej populacji (zbiorowosci statystycznej) i okreslania zakresu badania
oraz doborze odpowiednich tabelarycznych i graficznych metod prezentacji
badanych zmiennych. Uwage skupiono na problemie odpowiedniego doboru
wykreséw statystycznych w zaleznosci od rodzaju analizowanych zmien-
nych i specyfiki ich rozktadéw. Rozdziat 2 zostat poswigecony miarom, ktore
stuza do opisu tych rozkladow. W rozdziale tym autorzy celowo odstapili
od przyblizania Czytelnikom wzoréw statystycznych i pokazywania zasad
obliczania poszczegdlnych miar, gdyz te zagadnienia sq szczegdtowo opisane
w licznych dostepnych podrecznikach statystyki. Ponadto obecnie wiele pro-
gramow komputerowych, w tym najpopularniejsze arkusze kalkulacyjne,
umozliwiaja automatyczna analize danych. Wazna jest jednak umiejetnos¢
interpretacji otrzymywanych wynikoéw i rozumienie relacji miedzy warto-
$ciami poszczegdlnych miar. Na ten aspekt zostat w tym rozdziale potozony
najwiekszy nacisk. Autorzy na przyktadach dotyczacych rynku ubezpieczen
opisali wady i zalety poszczegdlnych miar i przedstawili rekomendacje ich
doboru odnosénie do réznych rozktadéw zmiennych. W kolejnych rozdziatach
przedstawiono miary, ktére musza byc¢ samodzielnie obliczane. Czytelnik
znajdzie w nich zaré6wno wzory, jak i szczegoélowy opis sposobu obliczania
pokazany na przykladach z rynku ubezpieczen. W rozdziale 3 przyblizono
pojecie koncentracji rynkowej i przedstawiono graficzne i analityczne sposoby
pomiaru jej poziomu. Metody identyfikacji i pomiaru wspotzaleznosci miedzy
zjawiskami, w tym zaleznosci o charakterze przyczyno-skutkowym, zostaty
omowione w rozdziale 4. Rozdziat 5, zawierajacy opis metod badania dynamiki
zjawisk, zamyka cze$¢ poswiecong metodom opisu statystycznego.

Rozdziaty 617 przedstawiaja ujecie probabilistyczne problemu. W rozdziale
6 zostata wyjasniona istota prawdopodobienstwa i stochastycznego podejscia
do dwdch waznych dla zakladow ubezpieczen zmiennych: liczby szkdd
i warto$ci odszkodowan. Wprowadzone zostaly pojecia rozkladéw zmien-
nych losowych oraz podstawowe funkcje i parametry opisujace rozktady.
W rozdziale 7 zaprezentowane zostaly podstawowe rozklady teoretyczne
stuzace do opisu tych zmiennych: rozklad zero-jedynkowy, dwumianowy
i Poissona, do opisu liczby szkdd, oraz rozklady: jednostajny, wyktadniczy,
normalny i chi-kwadrat — do opisu wartosci odszkodowan. Pokazano istote
aproksymacji rozktadéw oraz przyblizono pojecie rozkladu ucietego, ktéry
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ma zastosowanie, gdy wysokosc¢ szkdod przekracza ustalone wysokosci sum
ubezpieczenia lub zaklad ubezpieczen stosuje ograniczenia odpowiedzialnosci.

W drugiej czesci ksiazki autorzy skoncentrowali si¢ na waznej w sektorze
ubezpieczen problematyce finansowej. Wspolczesny rynek ubezpieczen jest
cze$cia rynku finansowego, a w ubezpieczeniach trudna do przecenienia role
odgrywa funkcja oszczednosciowa. Z tego powodu w rozdziatach 8-11 scha-
rakteryzowano zagadnienia zmiany wartosci pieniagdza w czasie, rachunku
rent i ratalnej sptaty dtugow.

W rozdziale 8 przyblizono pojecia stopy procentowej i odsetek oraz
roznice miedzy oprocentowaniem prostym i sktadanym. Na licznych przy-
ktadach pokazano, jak oblicza¢ odsetki od zgromadzonego kapitatu, jak
obliczac przyszla wartos$¢ kapitatu w zaleznosci od rodzaju oprocentowania
oraz jak porownywac inwestycje finansowe o ré6znych momentach ptatnosci
i réznych rodzajach oprocentowania. W rozdziale 9 wyttlumaczono znaczenie
pojecia inflacja i omoéwiono, jaki wplyw wywiera ona na warto$¢ realna
inwestycji. Rozdziat 10 zawiera opis renty jako strumienia finansowego oraz
przyktady sytuacji, w ktéorych mamy do czynienia z rentami. Po przedsta-
wieniu wzordw, ktére umozliwiaja wyliczanie wartosci rat i innych wielkosci
charakteryzujacych rézne rodzaje rent, w rozdziale tym zamieszczono wiele
przyktadéw umozliwiajacych obliczanie wysokosci rat rent jak i poréwny-
wanie roznych inwestycji, w ktérych ptatnosci sa w formie rent. Rozdziat 11
stanowi rozszerzenie tematyki przedstawionej w rozdziale 10 i przedstawia
zasady konstrukcji harmonograméw ratalnej sptaty kredytow. Ze wzgledu
na to, ze zagadnienia dotyczace zmian wartosci pieniadza w czasie maja
charakter uniwersalny i s wazne w podejmowaniu decyzji finansowych, nie
tylko zwigzanych bezposrednio z ubezpieczeniami, w czesci drugiej ksiazki
(rozdziaty 9-11) umieszczono przyktady zarowno z zakresu ubezpieczen, jak
i szeroko rozumianych finanséw (inwestowanie kapitatu, pozyczki, kredyty).
Taki sposob prezentacji tej problematyki powinien ufatwi¢ Czytelnikom
glebsze zrozumienie metod analizy zjawisk finansowych i warunkéw ich
stosowania.

Ksiazka jest adresowana do oséb zainteresowanych ubezpieczeniami,
w tym o0sob pracujacych na rynku ubezpieczen, ktore wczesniej w niewiel-
kim zakresie korzystaty z metod ilosciowych. Autorzy dotozyli staran, aby
omawiane zagadnienia byly zaprezentowane w sposob prosty i przejrzysty
i nie wymagaty od Czytelnika specjalistycznego przygotowania. Monografia
jest efektem pracy wielu autorow. Poszczegolne rozdzialy réznig sie miedzy
soba sposobem narracji. Mamy nadzieje, Ze stworzy to mozliwos¢ spojrzenia
na prezentowane zagadnienia z réznych perspektyw, pozwalajac dostrzec
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ztozonos¢ problematyki ubezpieczeniowej, a przy tym takze pewna uniwer-
salno$¢ metod ilosciowych.

Za uwazng i wnikliwg recenzje autorzy dziekujg dr Wiestawie Makac,
ktorej cenne uwagi przyczynily sie do udoskonalenia pierwotnej wersji tego
opracowania. Wszelkie uchybienia pozostate w tekscie obcigzaja jednak
wylacznie autorow.

Mirostaw Szreder
Ewa Wycinka



Czesc 1
Metody statystyczne
w ubezpieczeniach






Rozdziat 1
Tabelaryczna i graficzna prezentacja rozkladow cech

Olga Komorowska

Hasta: zbiorowos¢, jednostka, liczebno$c, cechy state, cechy zmienne, szereg szczego-
towy, grupowanie, szeregi rozdzielcze, tablica, rozktad cechy, wykresy

1.1. Podstawowe pojecia

Zaktady ubezpieczen, nazywane réwniez ubezpieczycielami, majq obowiazek
gromadzenia danych statystycznych', sporzadzania i przekazywania sprawo-
zdan, w tym do celéw statystyki publicznej?. Obowigzek ten wynika z art. 33
ustawy o dzialalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej. Zaktad ubezpieczen
jest zobowigzany réwniez do oceny ryzyka ubezpieczeniowego przy ustalaniu
taryf skladek. Dokonuje tego m.in. na podstawie zebranych informacji o oso-
bach ubezpieczonych oraz ich szkodowosci. Zaktady ubezpieczen oceniaja
rowniez swoich pracownikéw, m.in. agentéw, dyrektoréw sprzedazy czy
dyrektorow produktu, gromadzac odpowiednie dane.

Na rynku ubezpieczeniowym oprocz zakladéw ubezpieczen dziataja
rowniez instytucje, ktére dysponuja danymi na wyzszym poziomie agrega-
¢ji. Komisja Nadzoru Finansowego (KNF), sprawujac nadzdr nad sektorem
finansowym w Polsce, w ramach zapewnienia prawidlowego funkcjonowania
rynku ubezpieczeniowego tworzy raporty, opracowania i zestawienia danych
statystycznych dotyczacych wszystkich zaktadoéw ubezpieczen dziatajacych
na terenie Polski. Na stronie internetowej KNF (www .knf.gov.pl) dostepne
sq powyzsze informacje czesto w formie pliku xIsx oraz pdf. Przyktadowo,
w raporcie KNF o stanie sektora ubezpieczen po I kwartale 2019 r. [2019]

! Ustawa z dnia 11 wrze$nia 2015 r. o dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (t.j.
Dz.U. z 2019 r., poz. 381).

Rozporzadzenie Ministra Finanséw z dnia 29 kwietnia 2016 r. w sprawie dodatkowych
sprawozdan finansowych i statystycznych zaktadow ubezpieczen i zaktadow reasekuracji
(tj. Dz. U. z 2018 1., poz. 392).
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znajdziemy informacje dotyczace m.in. wysokosci przychodow i kosztow
Iacznie wszystkich zakladéw ubezpieczenn w podziale na Dziat I oraz Dziat II
ubezpieczen®.

Polska Izba Ubezpieczen (PIU) jako organizacja reprezentujaca wszystkie
zaktady ubezpieczen opracowuje m.in. roczne raporty dotyczace wtasnej dzia-
talnosci i dziatalnosci zaktaddw ubezpieczen na rynku finansowym w Polsce,
przeprowadza rowniez wlasne badania. Na przykiad w roku 2019 zostato
przeprowadzone badanie w zwiazku ze zmianami klimatu, a jego celem byto
okreslenie, w jaki sposob do ochrony majatku podchodza osoby mieszkajace
na terenach szczegdlnie zagrozonych zywiotami. Badanie to nie dotyczyto
bezposrednio zakladéw ubezpieczen, ale odnosito si¢ do odpowiedzialnosci
0s0Ob za swdj majatek i podjecia krokéw gwarantujacych jego zabezpieczenie
w razie zaistnienia szkody powstatej np. na skutek powodzi. Jak wynika
z wynikdw powyzszego badania, prawie 80% badanych oséb uwazato ich
miejsce zamieszkania za bezpieczne, pomimo ze osoby te mieszkaly na tere-
nach narazonych na dziatanie zywiotéw. Polowa badanych z kolei zgadzata sie
ze stwierdzeniem, ze zmiany klimatu odpowiadaja za coraz wiecej szkdd na
$wiecie, ale jednoczesnie twierdzila, Zze nie dotyczy to ich miejsca zamieszkania
[Tarczynski 2019].

Rynkiem ubezpieczen zainteresowani sa takze ekonomisci i pracownicy
naukowi. Badaja oni jego strukture i dynamike oraz czynniki rozwoju. Ana-
lizuja tez wskazniki mowiace o rozwoju rynku ubezpieczen, m.in. wskaznik
penetracji rynku (udziat sktadki przypisanej brutto w PKB).

W analizach statystycznych okreslenie zbiorowosci jest bardzo istotne,
zarowno z punktu widzenia oséb je przeprowadzajacych, jak i odbiorcéw
tychze analiz. Statystyka to nauka badajaca zjawiska masowe, czyli badajaca
zbiorowosci (populacje) o duzej liczbie jednostek.

Zdefiniowanie populacji zalezy od celu badan. Chcac precyzyjnie okresli¢
zbiorowos¢, nalezy odpowiedzie¢ na pytania: kogo lub co badamy (tzw. cecha
stata rzeczowa), kiedy przeprowadzamy badanie (tzw. cecha stata czasowa)
oraz gdzie, czyli na jakim obszarze (tzw. cecha stala przestrzenna). Dzigki
sprecyzowaniu tych wtasnosci ustalamy, ktory obiekt wchodzi do naszej
populagji i okreslamy liczebnos¢ populacji.

3 Ustawa o dziatalno$ci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej dzieli ubezpieczenia na
dwa dziaty: Dzial I (ubezpieczenia na zycie), ktéry obejmuje 5 grup ubezpieczen, oraz
Dzial II (pozostale ubezpieczenia osobowe oraz ubezpieczenia majatkowe) podzielony na
18 grup ubezpieczen. Zaklad ubezpieczernn moze prowadzi¢ dziatalnos¢ tylko w jednym
dziale. Rozpoczecie dziatalnosci wymaga uzyskania zgody organu nadzoru (KNF) na
prowadzenie dziatalnosci w danym dziale i okreslonych grupach ubezpieczen).
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W odniesieniu do rynku ubezpieczen populacje mozemy przyktadowo
okresli¢ w nastepujacy sposob: wszystkie zaktady ubezpieczen Dziatu II (czyli
co badamy) na obszarze Rzeczypospolitej Polskiej (gdzie badamy) na koniec
I kwartatu 2019 r. (na jaki moment przeprowadzamy badanie). Tak zdefinio-
wana populacja moze podlega¢ analizie przez instytucje rynku ubezpieczen,
jak KNF oraz PIU, a takze ekonomistéw réznych instytucji. Z punktu widzenia
zaktadu ubezpieczen zbiorowoscia badang moga by¢ na przyktad agenci
w regionie pétnocnym w I potowie 2019 r.

Zbiorowos¢ statystyczna sktada sie z jednostek statystycznych (poszcze-
golne obiekty, elementy), czyli w zaleznosci od celu badania moze to by¢
pojedynczy zaklad ubezpieczen, pojedynczy ubezpieczony, pojedynczy
produkt lub agent ubezpieczeniowy.

Na etapie przygotowania badania nalezy sobie odpowiedzie¢ na pytanie:
w jakim zakresie chcemy badac jednostki danej populacji, czyli jakie wtasci-
wosci tych jednostek (cechy) nas interesuja*.

Zaktady ubezpieczent maja obowiazek kalkulowania sktadki ubezpiecze-
niowej na poziomie, ktory z zadanym prawdopodobienstwem wystarczy na
wyplate Swiadczen, na pokrycie kosztow prowadzenia dziatalnosci ubezpie-
czeniowej oraz zapewni ubezpieczycielowi zysk. Kalkulacja sktadki opiera
si¢ na trzech podstawowych zasadach: rownowagi sktadek i Swiadczen (row-
nowaga miedzy otrzymanymi skladkami a wyptaconymi odszkodowaniami
i Swiadczeniami), proporcjonalnosci sktadek i swiadczen (tzw. zachowana
korelacja dodatnia pomiedzy sktadka, ktdra jest funkcja sumy ubezpieczenia,
a oczekiwanym $wiadczeniem ubezpieczeniowym), rownowartosci sktadek
i Swiadczen (sktadka ptacona przez poszczegolnych ubezpieczonych powinna
by¢ zalezna od oceny ich indywidualnego ryzyka). Ze wzgledu na powyzsze
zasady zaktad ubezpieczen musi zbiera¢ dane zarowno przy zawieraniu ubez-
pieczenia, jak rowniez przy zajsciu zdarzenia ubezpieczeniowego, wyplaty
$wiadczenia czy wyplaty odszkodowania.

Przed uzyskaniem oferty ubezpieczenia osoba ubezpieczajaca podaje dane,
ktore sa wykorzystywane w celu ustalenia odpowiedniej wysokosci sktadki.
W przypadku ubezpieczenia samochodu moga to by¢ nastepujace informa-
cje: wiek kierowcy, miejsce zamieszkania, historia szkodowosci, posiadane
znizki, posiadanie dzieci, okres posiadania prawa jazdy, fakt posiadania polis
innego typu w danym zakladzie ubezpieczen, marka i model samochodu,
warto$¢ samochodu, pojemnos¢ silnika, przebieg samochodu. Informacje te

* Wiecej na temat jednostek i zbiorowosci (populacji) w: [Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak
2008; Szreder 2004].
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dotycza bezposrednio osoby ubezpieczonej’, jak rowniez samego pojazdu.
Po podpisaniu umowy ubezpieczeniowej podane wyzej informacje uzupet-
nione zostang o wysokos¢ optaconej sktadki i ewentualne rodzaje rozszerzen
w podstawowym produkcie ubezpieczeniowym. W trakcie trwania ochrony
ubezpieczeniowej powyzsze informacje zostang wzbogacone, jezeli zajdzie
zdarzenie ubezpieczeniowe, o rodzaj szkody i wysoko$¢ wyptaconego odszko-
dowania.

Komisja Nadzoru Finansowego analizuje miedzy innymi poziom skfadki
przypisanej brutto, poniewaz jest to podstawowa wielko$¢ oceniajaca strukture
i dynamike rynku ubezpieczeniowego. Moze rowniez analizowac takie cha-
rakterystyki, jak: swiadczenia wyptacone brutto, wspotczynnik szkodowosci,
warto$¢ odszkodowan, liczba szkdd zlikwidowanych, liczba ryzyk, liczba
umow, udzial w rynku.

Opisane wyzej przykladowe cechy charakteryzujace badane jednostki
statystyczne nazywane sa cechami zmiennymi®, czyli wlasciwosciami, ktore
roznicuja poszczegolne jednostki statystyczne miedzy soba. Warianty cech
zmiennych moga mie¢ forme opisowa lub moga by¢ wyrazone za pomoca
wartosci liczbowych. Na tej podstawie dzieli si¢ je na dwa rodzaje: na cechy
jakosciowe i cechy ilosciowe.

Cecha zmienna jakosciowa to cecha niemierzalna. Warianty tej cechy
wyrazone sg za pomoca okreslen stownych, czasami réwniez za pomoca liczb,
ale liczby te nie wyrazaja wartosci cechy — sa przypisanym symbolem, wyrazaja
zakodowana wlasnos¢ cechy (tab. 1.1). Ceche jakosciowa, ktora przyjmuje
tylko dwa warianty (na przyktad: mezczyzna/kobieta; tak/nie), nazywa sie
dwudzielng, gdy natomiast przyjmuje wiecej wariantow, np. poziom wyksztal-
cenia, jest cechg wielodzielna.

Cecha zmienna ilosciowa to taka cecha, ktdrej wartosci wyrazamy za
pomoca liczb mianowanych (np. liczba dzieci, liczba szkdd, liczba lat, jednostki
wyrazone w zl), dlatego nazywana jest cecha mierzalna. Cecha ta jest okreslona
jako cecha ilosciowa skokowa, gdy jej warianty sa wyrazone za pomoca liczb
nalezacych do zbioru przeliczalnego lub skonczonego (najczesciej sa to liczby
catkowite dodatnie, np. liczba szkdd, liczba zawieranych polis). Cecha zmienna
okreslona zas bedzie jako cecha ilosciowa ciagla, w sytuacji gdy warianty beda
wyrazone za pomoca liczb rzeczywistych, a pomiedzy dwiema warto$ciami

> Od grudnia 2012 r. zaktady ubezpieczent w zwiazku z orzeczeniem Trybunatu Sprawie-
dliwosci Unii Europejskiej nie moga réznicowaé wysokosci sktadek ze wzgledu na ple¢
(zakaz dyskryminacji ze wzgledu na ptec).

¢ W dalszej czesci publikacji cechy zmienne beda nazywane zamiennie cechami lub
zmiennymi.
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cechy moga teoretycznie istnie¢ inne wartosci posrednie (np. wiek osoby
ubezpieczonej w latach, wysokos¢ optaconej sktadki w zt).

Tablica 1.1. Wybrane cechy jakoSciowe wraz z wariantami

. Warianty
Cecha Warlanty cechy w formie zakodowanej
pte¢ mezczyzna, kobieta 1 (mezczyzna), 2 (kobieta)
wyksztalcenie podstawowe, $rednie, 1 (podstawowe), 2 ($rednie),
wyzsze 3 (wyzsze)
fakt odbycia szkolenia tak / nie 1 (tak), O (nie)
przez agenta

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Zwrdémy uwage na fakt, Ze mozliwos¢ analizy danych, jaka mozemy
dokonag, zalezy od tego, z jakim rodzajem cechy mamy do czynienia (cecha
jakosciowa czy ilo$ciowa). Na przyktad, gdy do cechy posiadanie dzieci
przypisane sa warianty cechy: 0, 1, 2 (...), co sprawia, ze cecha ta ma charakter
ilosciowy skokowy, mozemy dokonac obliczen statystycznych, np. obliczy¢
$redniq liczbe dzieci w grupie os6b ubezpieczonych na zycie. Gdy te sama
ceche przedstawimy natomiast w postaci wariantow: nie (nie posiada dzieci)
oraz tak (posiada dzieci), cecha ma charakter cechy jakosciowej dwudzielnej —
iw tej sytuagji analiza ograniczy sie do okreslenia proporcji osob posiadajacych
dzieci w stosunku do osob, ktore dzieci nie posiadaja — nie bedziemy mogli
wyliczy¢ $redniej liczby dzieci.

W zaleznosci od tego, na czym si¢ koncentrujemy (jaki okreslimy cel bada-
nia) cecha, ktéra w jednym badaniu jest cechq zmienng, w innym moze by¢
cecha stala. Jezeli wazne jest dla nas zbadanie zréznicowania oséb objetych
ubezpieczeniem na zycie ze wzgledu na ple¢, to wowczas ptec¢ bedzie zmienna
jakosciowa dwudzielng, natomiast gdy badamy tylko jedna grupe, np. kobiety,
wtedy ptec bedzie cechg statg rzeczowq’.

W tablicy 1.2 znajduje sie zestawienie przyktadowych populacji wraz
z okresleniem celu badania, dla ktérego zostaty zdefiniowane, i przykltado-
wymi cechami zmiennymi, pod katem ktorych byty badane.

7 Wiecej na temat cech statych i cech zmiennych w: [Babbie 2005; King, Minium 2009;
Francuz, Mackiewicz 2007; Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008; Szreder 2004].
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Tablica 1.2. Przyktadowe populacje zwigzane z tematyka ubezpieczen

Populacja Jednostka Cel badania Zakre.s
(cechy zmienne)
wszystkie kraje UE | jeden kraj ocena sktadka brutto wszystkich
wg stanu na dzien europejskiego zakladow ubezpieczen
31.12.2019 rynku ubezpieczen | w danym kraju w tys. euro;
[Roczny Raport suma lokat wszystkich
PIU 2017] zakladow ubezpieczen

w danym kraju w tys. euro

wszystkie zaklady |jeden zaktad |ocena polskiego wysokos¢ sktadki

ubezpieczen ubezpieczent |rynku ubezpieczen | przypisanej brutto w tys. zi;
w Polsce [Raport wysoko$¢ przychodow
(Dziat 11 Dziat IT) o stanie sektora z lokat w tys. zl;
w I potowie 2019 r. ubezpieczen... wysokos$¢ wyptaconych
2019] odszkodowan i swiadczen
w tys. zk;

wysoko$¢ poniesionych
kosztéw akwizycji w tys. zt

mieszkancy jeden jak do ochrony $wiadomos$¢ zamieszkiwania

wybranych mieszkaniec | majatku W zagrozonym miejscu;

obszaréw podchodza osoby | posiadanie oszczednosci
wojewodztwa mieszkajace na wypadek szkéd
mazowieckiego na terenach pogodowych;

w roku 2019 szczegdlnie posiadanie ubezpieczenia
zagrozonych od ryzyka katastrof
zywiotami naturalnych;

[Tarczynski 2019] | przyczyny braku
ubezpieczenia

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Po zebraniu danych dysponujemy nieuporzadkowanym zbiorem szcze-
gotowych informacji opisujacych poszczegolne jednostki. W celu poznania
wystepujacych w rozktadach cech prawidtowosci nalezy zbudowa¢ odpo-
wiedni szereg lub wykres.

1.2. Szeregi i tablice statystyczne

W przypadku gdy zebrane dane wylacznie uporzadkujemy (bez grupowa-
nia) wedtug wariantéw analizowanej cechy zmiennej, uzyskamy tzw. szereg
szczegolowy. Po uporzadkowaniu i pogrupowaniu danych uzyskamy szereg
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rozdzielczy®. Szereg rozdzielczy strukturalny powstanie, gdy dane pogru-
pujemy wedlug wariantéw cechy jakoSciowej, szereg rozdzielczy punktowy,
gdy pogrupujemy ze wzgledu na warianty cechy ilosciowej skokowej o matej
liczbie wariantow. Natomiast szereg rozdzielczy przedzialowy uzyskamy po
pogrupowaniu danych wedlug wariantéw cechy ciaglej lub skokowej o duzej
liczbie wariantow.

W tablicy 1.3 przedstawiono wykaz zakltadéw ubezpieczert w 2017 r. wedtug
liczby prowadzonych grup ubezpieczen. Dane uporzadkowano wedtug nazwy
zakladu ubezpieczen. Liczba grup ubezpieczen jest cechg ilosciowq skokowa.
W tak zaprezentowanych danych nie jesteSmy w stanie zauwazy¢ zadnych
prawidlowosci odnosnie do liczby prowadzonych grup ubezpieczen, dlatego
tez zaktady nalezy pogrupowad, czyli stosownie do przyjetego przez badacza
kryterium podzieli¢ na podgrupy”’.

Tablica 1.3. Zaktady ubezpieczen pozostatych osobowych i majatkowych wedtug liczby
grup prowadzonej dziatalnosci w 2017 r.

Ubezpieczyciel LICZbé gruR
ubezpieczen

TUiR ALLIANZ POLSKA S.A. 15
AVIVA TU OGOLNYCH S A. 14
AXA UBEZPIECZENIA TUiR S.A. 14
COMPENSA TU S.A. Vienna Insurance Group 15
CONCORDIA POLSKA TUW 13
CREDIT AGRICOLE TU S.A. 8
TUW - CUPRUM

D.A.S. TU OCHRONY PRAWNE] S.A. 1
STU ERGO HESTIA SA 17
TU EULER HERMES S.A. 4
TU EUROPA S.A. 13
GENERALIT.U. S.A. 16
GOTHAER TU S.A. 16
TU INTER POLSKA S.A. 12
INTERRISK TU S.A. Vienna Insurance Group 16
KUKE S.A. 2
LINK4 TU S.A. 11
TUW MEDICUM 12

8 Nazwa ,szereg rozdzielczy” wyjasnia zasady budowy szeregu — dane zostaja w szeregu
rozdzielone pomiedzy rézne kategorie.

° W przypadku matej ilosci danych moze wystarczy¢ uporzadkowanie danych (np. rosnaco)
wedltug wariantéw wybranej cechy zmiennej.
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Tablica 1.3. cd.

Ubezpieczyciel LlCZba, gruR

ubezpieczen
NATIONALE-NEDERLANDEN TU S.A. 8
TUiR PARTNER S.A. 10
PKOTUS.A. 11
T.U.W. POCZTOWE 14
POLSKI GAZ TUW 13
TUW POLSKI ZAKEAD UBEZPIECZEN WZAJEMNYCH 15
PTR S.A. 0
PZU SA 18
SALTUS TUW 7
SANTANDER AVIVA TU S.A. 7
SIGNAL IDUNA POLSKA TU S.A. 10
TUW TUW 13
TUZ TUW 13
UNIQA TU S.A. 18
TUiR WARTA S.A. 18
TU ZDROWIE S.A. 1

Zrédto: [Rocznik rynku ubezpieczeri... 2017].

Po pogrupowaniu informacji znajdujacych sie w tablicy 1.3 (wedtug cechy
ilosciowej skokowej: Liczba grup ubezpieczen) otrzymamy szereg rozdziel-
czy punktowy (tab. 1.4). Dzialanie to umozliwia znalezienie prawidtowosci
w rozkladzie tej cechy. Najwiecej zaktadow ubezpieczen (5 zaktadéw) ma
13 grup ubezpieczen. Najmniejsza liczba grup ubezpieczen prowadzonych
przez jeden zaklad ubezpieczen to 1, najwigksza to 14 grup.

Dane w tablicy 1.4 mozna ze wzgledu na duza liczbe wystepujacych
wariantdw cechy skokowej pogrupowac w przedziaty i zbudowac tzw. szereg
rozdzielczy przedziatowy. Jednak w wyniku tej procedury ,zgubimy” nie-
ktére informacje. Na przyklad wiemy, ze 11 zaktadow ubezpieczen prowadzi
od 13 do 15 grup ubezpieczen. Nie wiemy jednak doktadnie, ile zakltadéw
ubezpieczen ma 13, ile 14, a ile 15 grup (tab. 1.5). Wigkszos$¢ jednostek skupia
si¢ wokot wyzszych wartosci badanej cechy, co w statystyce okreslamy asy-
metrig lewostronna. Przedziat najliczniejszy to przedziat od 13 do 15 grup
ubezpieczen.
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Tablica 1.4. Rozklad liczby grup ubezpieczen w zaktadach ubezpieczen pozostatych
osobowych i majatkowych w 2017 r.

Liczba grup ubezpieczen Liczba zaktadéw ubezpieczen

1 2

2 1

3 0

4 1

5 0

6 1

7 2

8 2

9 0
10 2
11 2
12 2
13 5
14 3
15 3
16 3
17 1
18 3
Suma 33

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z tablicy 1.3.

Tablica 1.5. Rozktad liczby grup ubezpieczen w zaktadach ubezpieczen pozostatych
osobowych i majatkowych w 2017 r.

Liczba grup ubezpieczen Liczba zaktadéw ubezpieczen

(x;) (1)
1-3 3
4-6 2
7-9 4

10-12 6

13-15 11

16-18 7

Suma 33

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z tablicy 1.4.
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Przyjrzyjmy sie teraz zmiennej wiek, ktéra ma znaczenie na przyktad przy
zakupie polisy OC. Mlodzi kierowcy, ze wzgledu na wieksza szkodowos¢,
zaplaca czesto duzo wyzsza sktadke niz kierowca, ktory skonczyt przyktadowo
25 lat. W przyktadzie 1.1 wiek 120 ubezpieczonych zostat zapisany w postaci
szeregu szczegotowego.

Przyklad 1.1

Wiek w latach 0sob ubezpieczonych posiadajacych polise OC w okresie
od 1 do 15 lipca 2019 r. (dane umowne):

20,5; 21; 22; 24; 24: 24,5; 24,5; 25; 25; 25,5; 26,5;26,5; 27,5; 28; 28; 28,5; 29; 29; 31;
31; 31; 32,5; 32,5; 33; 33; 33; 33,5; 34; 34; 34,5; 34,5; 34,5; 35; 36; 36; 36,5; 36,5; 37;
37; 37; 37; 37; 37,5; 38; 38; 38; 38; 38,5; 39; 39; 40,5; 41; 41; 41; 42; 42; 42,5; 42,5;
43;43;43; 43; 43; 43,5; 43,5, 43,5, 44; 44, 44; 44; 44; 44, 44 5; 44 5; 45; 45, 45; 45,5;
45,5; 46; 46; 46; 47; 47, 47, 47,5; 47,5; 47,5; 48; 48; 48; 48; 48; 48,5; 48,5; 49; 49;
50; 50; 50; 50,5; 51; 51, 51; 51,5; 51,5; 52; 52; 52,5; 52,5; 52,5; 54; 55,5; 56; 56; 58;
58; 58,5; 58,5; 59.

Analizujac powyzszy szereg szczegdélowy, mozemy jedynie okresli¢, ze
najmlodszy ubezpieczony byt w wieku 20,5 lat, najstarszy w wieku 59 lat.
Réznica w wieku pomiedzy najstarszym i najmlodszym ubezpieczonym
wynosita 38,5 lat. Poniewaz z takiego ciagu liczb nie mozemy wyodrebnic¢
prawidlowosci, pogrupujemy dane w przedziaty o rozpietosci 5 lat (tab. 1.6)".
W wyniku grupowania powstanie szereg rozdzielczy przedzialowy. Nalezy
zwrdcic¢ uwagg, ze ze wzgledu na to, ze wiek jest zmienng ciagla, przedziaty
moga zostac tak zapisane, ze ich granice si¢ pokrywaja. Przy takim grupowa-
niu danych przyjmuje sig, ze przedzialy sq lewostronnie domkniete — osobe
w wieku 25 lat przypiszemy do drugiego przedziatu.

Najliczniejszym przedzialem wiekowym jest przedziat 40-45 lat. Zroz-
nicowanie rozkladu cechy wiek jest raczej niewielkie, na co wskazuja mate
roznice miedzy liczebnosciami przedziatu najliczniejszego i bezposrednio
sasiadujacych. Punkt skupienia jednostek (40—45 lat) jest nieznacznie prze-
suniety w kierunku wyzszych wartosci wieku, taki rozktad jest nazywany
rozkladem o asymetrii lewostronnej''.

10 Zasady grupowania oméwiono w: [Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008].

I Rozklady moga by¢ symetryczne lub asymetryczne (o asymetrii lewostronnej badz
prawostronnej). Asymetria dotyczy sposobu rozmieszczenia liczebnosci przy wartosciach
cechy. Przy jej ocenie nalezy zwraca¢ uwage na to, w ktérym miejscu rozktadu znajduje
sie¢ dominanta, czyli warto$¢ najczesciej wystepujaca.
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Tablica 1.6. Rozktad wieku 0séb ubezpieczonych posiadajacych polise OC w okresie
od 1 do 15 lipca 2019 r.

Wiek w latach Liczba ubezpieczonych
20-25 7
25-30 11
30-35 14
35-40 18
40-45 26
45-50 21
50-55 15
55-60 8
Suma 120

Zrodlo: Opracowanie wlasne (dane umowne).

W przypadku grupowania zbiorowosci wedtug cechy jakosciowej powsta-
nie szereg rozdzielczy strukturalny. W tablicy 1.7 cechq zmienna jakosciowa
jest rodzaj pokrewienstwa z osobg, po ktdrej przyznano rente rodzinna.
Najwiekszy odsetek (84,1%) dotyczy renty po wspdtmatzonku.

Tablica 1.7. Struktura wyptaconych rent rodzinnych wedtug pokrewienstwa z osoba,
po ktorej przyznano $wiadczenie w grudniu 2014 r.

Stopien pokrewieristwa Udziat rent rodzinnych (w %)
Po wspotmatzonku 84,1
Po rodzicu 12,6
Po pozostatych osobach 0,2
Po wspdtmatzonku i po rodzicu 3,1
Po malzonku i po pozostatych osobach 0,0
Ogotem 100

Zrodto: [Rocznik Statystyczny Ubezpieczen Spotecznych. .. 2016].

W tytutach niektdrych tablic (tab. 1.4-1.6) uzyliSmy sformutowania: roz-
kiad. Z rozktadem cechy mamy do czynienia, gdy pogrupujemy dane wedtug
przyjetego zalozenia. Rozklad cechy przedstawia liczbe obserwagji (1) dla
wszystkich mozliwych wariantéw lub wartosci danych (wariantéw cechy —x,).
Tego typu rozklad mozemy utworzy¢ zaréwno dla danych ilosciowych, jak
i jakosciowych i mozemy go przedstawi¢ w formie szeregdw, tablic lub
wykresow.
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Gdy szeregi rozdzielcze (strukturalny, punktowy, przedzialowy) opiszemy
poprzez nadanie odpowiedniego numeru, zapisanie tytutu i Zrodta danych,
powstanie tablica. W tytule tablicy jest okreslona zbiorowos$¢, ktora byta
badana. Zwré¢my uwage, ze w przypadku tablicy 1.6, gdyby tytut brzmiat:
wiek oséb ubezpieczonych, informacja ta bytaby niekompletna — czytelnik
nie wiedzialby, o jakie konkretnie osoby chodzi oraz na jaki moment zostato
przeprowadzone badanie. Pod tablica moga znajdowac si¢ odnosniki i uwagi.
W celu prawidlowej interpretacji danych nalezy zwrdci¢ uwage, w jakich
jednostkach zostaty one zapisane oraz jakie jest zrodto danych.

Tablica moze mie¢ prosta posta¢, czyli przedstawiac rozktad jednej cechy,
jak w tablicy 1.4, 1.5 lub 1.6. MozZe mie¢ rowniez postac bardziej ztozona,
w ktorej dane pogrupowane sa ze wzgledu na dwie cechy lub wigcej (tab. 1.8).
Moze skltada¢ sie takze z kilku szeregdw dotyczacych rozkladoéw tej samej
cechy w réznych okresach lub w réznych zbiorowosciach.

Tablica 1.8. Osoby ubezpieczone wedtug liczby posiadanych polis i wysokosci miesiecz-
nego dochodu na osobe (badanie przeprowadzone w Polsce w okresie pazdziernik—
grudzien w latach 2005-2007)

Liczba polis
Dochod Razem
1 2 lub wiecej
do 1000 zt 11 11 22
1001-2200 23 37 60
2201-4000 8 20 28
4001 lub wiecej 1 6 7
Razem 43 74 117

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie [Wicka, Miedzik 2010].

1.3. Graficzna prezentacja danych

Dane przedstawione w postaci szeregu mozemy rowniez przedstawic
w postaci wykresu, ktory dla wielu osob moze by¢ przystepniejsza forma
prezentacji danych statystycznych. Pewne zagadnienia staja sie latwiejsze do
zrozumienia, gdy maja forme graficzna.

Wykres jako metoda graficznej prezentacji danych jest dobrym narzedziem
do przeprowadzenia wstepnej analizy rozktadu badanej cechy w zakresie
m.in. wartosci najczesciej wystepujacej (dominanty), zréznicowania i asymetrii.
Na podstawie wykresu mozemy rowniez oceni¢, czy w rozkladzie wystepuja
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wartos$ci odstajace’? oraz czy wystepuje tylko jedno maksimum rozktadu®. Na
wykresie przebieg zjawiska jest tatwiejszy do zaobserwowania w poréwnaniu
z takimi samymi danymi przedstawionymi w postaci szeregu.

Rozrézniamy wykresy punktowe, liniowe, powierzchniowe, mapowe i inne.
Wybor odpowiedniego wykresu zalezy od rodzaju danych, jakie posiadamy,
oraz od celu analizy. Wykres punktowy ma posta¢ punktéw, z ktérych kazdy
prezentuje jedna obserwacje (szereg szczegdtowy) lub tez okreslong liczbe
jednostek zbiorowosci posiadajacych ten sam wariant cechy ilosciowej' (sze-
reg rozdzielczy punktowy). Za pomoca wykresow liniowych przedstawimy
zmiane zjawiska w czasie lub zaprezentujemy szereg rozdzielczy przedzialowy
(krzywa liczebnosci). Wykresy powierzchniowe to wykresy, ktore maja postac
figur plaskich (prostokaty, kota) i stuza do pokazania wielkosci i struktury
badanych zbiorowosci. Za pomoca wykresu mapowego zilustrujemy teryto-
rialne rozmieszczenie danego zjawiska.

Kazdy wykres nalezy zatytutowac w jasny i zwiezly sposéb z wykorzysta-
niem cech statych i ewentualnie cechy zmiennej. U dotu wykresu nalezy podac
zrodto danych. W przypadku np. wykreséw powierzchniowych musi by¢ dota-
czona legenda do wykresu, ktéra umozliwi jego zrozumienie. Na wykresach
tworzonych w ukladzie wspotrzednych nalezy pamietac o podpisaniu osi, czyli
wyijasnieniu, co oznaczaja dane. W przypadku tych wykresow trzeba réwniez
pamietac o zastosowaniu na osiach odpowiedniej skali, czyli jednostek miary,
w jakich prezentowane sa dane. Wazne przy tym jest zachowanie proporgji
wykresu, poniewaz zbyt waska skala moze wytworzy¢ wrazenie stosunkowo
duzych zmian, natomiast zbyt szeroka — wrazenie relatywnie matych zmian.

Rysunek 1.1 przedstawia liczbe grup ubezpieczen w zaktadach ubezpieczen
pozostatych osobowych i majatkowych w roku 2017. Jest to wykres punktowy,
ktory powstal na podstawie danych z tablicy 1.4. Wartosci cechy 3, 5 oraz 9
nie wystapily w rozktadzie (por. tab. 1.4). Najwiecej zaktadow ubezpieczen
prowadzito 13 grup ubezpieczen (jest to dominanta).

12 Wartosci odstajace to wartosci o nietypowo niskich lub wysokich wartosciach cechy
ilodciowej w badanej zbiorowosci lub bardzo rzadkie warianty cechy jakosciowe;.

13 W sytuacji gdy pojawi si¢ w rozktadzie wigcej niz jedno maksimum, nalezy zastanowi¢
si¢ nad przyczyna i odpowiednio podzieli¢ zbiér danych na grupy.

4 Dla wigkszej czytelnosci punkty moga by¢ potaczone z wartosciami cechy (na osi pozio-
mej) za pomocg prostych lub stupkdéw.
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Rysunek 1.1. Liczba grup ubezpieczen w zaktadach ubezpieczen pozostatych osobo-
wych i majatkowych w 2017 r.

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie tablicy 1.4.

Dla zobrazowania rozktadu cechy ilosciowej ciagtej postuzymy sie histo-
gramem oraz krzywa liczebnosci (rys. 1.2). Histogram zbudowany zostal
na podstawie danych z tablicy 1.6. Na osi poziomej histogramu naniesione
sq przedzialy odpowiadajace zakresowi wartosci (co 5 lat)'®. Pola prostoka-
tow sg proporcjonalne do liczebnosci przedzialéw. Pole catego histogramu
odzwierciedla liczebnos¢ calej zbiorowosci. Ksztatt histogramu (rys. 1.2, lewa
strona) pokazuje, ze rozkltad wieku charakteryzuje si¢ niewielka asymetrigq
lewostronna — lewe ramie histogramu jest dtuzsze, wigkszo$¢ jednostek (osob
ubezpieczonych) koncentruje si¢ przy wigkszych wartosciach cechy. Rozktad
posiada jedno maksimum —w przedziale 4045 lat, czyli jest rozktadem jedno-
modalnym. Krzywa liczebnosci (rys. 1.2, prawa strona) powstata z polaczenia
punktéw odpowiadajacych wspdtrzednym srodka przedziatu i liczebnosci
tego przedziatu.

Krzywe liczebnosci warto wykorzysta¢ w sytuacji, gdy chcemy poréwnac
ze sobg kilka rozktadow na jednym wykresie. Rysunek 1.3 pokazuje liczbe
zaswiadczen lekarskich z tytutu choroby, ktore zostaly wystawione dla kobiet
i dla mezczyzn w wyodrebnionych grupach wieku. W grupie swiadczenio-
biorcéw w wieku 20 lat i mniej liczba zaswiadczen lekarskich wystawionych
dla mezczyzn minimalnie przewyzszata liczbe zaswiadczen dla kobiet. Nato-
miast w przypadku starszych $wiadczeniobiorcow (az do osiagniecia przez
nich okoto 60 lat, czyli okresu, gdy kobieta ma prawo przej$¢ na emeryture)
liczba wystawionych swiadczen dla kobiet byta zdecydowanie wyzsza niz dla
mezczyzn (najwieksza réznica jest w przedziale wieku $wiadczeniobiorcow
3040 lat).

> Wiecej na temat zasad grupowania w: [Maka¢, Urbanek-Krzystofiak 2008].
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Histogram Krzywa liczebnosci
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Rysunek 1.2. Rozklad wieku oso6b ubezpieczonych posiadajacych polise OC w okresie
od 1do 15 lipca 2019 r.

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie przyktadu 1.1.
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Rysunek 1.3. Zaswiadczenia lekarskie z tytutu choroby wiasnej wydane osobom
ubezpieczonym w ZUS w 2014 r. wedtug grup wieku ubezpieczonych

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Rocznik Statystyczny Ubezpieczen spotecznych...
2016].

Rysunek 1.2 przedstawia rozktad wieku charakteryzujacy si¢ niewielka
asymetria lewostronng. Rowniez rozktady na rysunku 1.3 maja umiarkowana
asymetrie. Natomiast dwa kolejne wykresy pokazuja rozktady o skrajnej
asymetrii. Na rysunku 1.4 rozktad charakteryzuje si¢ skrajna asymetriq
prawostronna — najliczniejsza warto$¢ (dominanta) znajduje si¢ na poczatku
wykresu, ,,ogon” wykresu ciagnie sie w prawo'®. Natomiast przedstawiony na
rysunku 1.5 rozkltad cechy charakteryzuje sie skrajng asymetrig lewostronna.

16 Asymetria dotyczy sposobu rozmieszczenia liczebnosci przy wartosci cechy. Zwrdémy
uwage, ze najliczniejszy przedzial na wykresie 1.4 znajduje sie na samym poczatku
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Rysunek 1.4. Struktura rencistow'’, ktérym renty z tytutu niezdolnosci do pracy
wyplaca ZUS wedtug wysokosci swiadczen i plci Swiadczeniobiorcéw w marcu 2019 1.

Zrédto: [Struktura wysokosci Swiadczer wyptacanych przez ZUS... 2019, s. 16].
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Rysunek 1.5. Struktura oséb uprawnionych do renty rodzinnej po matzonku wypta-
conych w grudniu 2014 r. wedtug wieku
Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie [Rocznik Statystyczny Ubezpieczer Spolecznych...
2016].

rozktadu, czyli najwiekszy odsetek rencistow (dotyczy to zaréwno kobiet, jak i mezczyzn)
otrzymuje najnizsza rente — do 1200 zt. Im wyzszy poziom renty, tym mniejszy odsetek
rencistow otrzymuje rente w tej wysokosci. Sa rencisci, ktérych miesieczna wysokosé
renty jest na poziomie okoto 7000 zt.

17 Rozktad mozna tez przedstawi¢, zastepujac liczebnosci wskaznikami struktury, co nie
wptynie na ksztatt wykresu.
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Cechy jako$ciowe przedstawiane sa najczesciej na wykresach kotlowych
(rys. 1.6) oraz prostokatnych (rys. 1.7). W przypadku wykreséw kotowych
mozemy przedstawic¢ dane procentowe (wszystkie kategorie tacznie musza
dac¢ 100%). Gdy mamy do czynienia z wieloma kategoriami, wykresy kotowe
sq mato czytelne. W przypadku wykreséow kotowych klopotliwa staje sie
rowniez analiza pordwnawcza. Dlatego w takiej sytuacji lepiej wykorzystac
wykresy prostokatne (por. rys. 1.8).

wedtug kontynentow wedtug poziomu gospodarczego

kraje rozwijajace si¢
i wschodzace
19,7%

kraje rozwinigte
80,3%

Europa
31,1%

Ameryka Pétnocna
31,0%

Pozostate
kontynenty
3,1%
Afryka i Oceania
3,2%

Azja
31,6%

Uwaga: Europa obejmuje Europe Zachodnig oraz Europe Srodkowa i Wschodnia, tacznie z Rosja, Ukraina i Turcja.

Rysunek 1.6. Struktura sktadki brutto na swiecie w 2016 r. wedtug kontynentéw
i poziomu gospodarczego

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie: [Polski rynek ubezpieczeniowy 2017, s. 10].
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Rysunek 1.7. Struktura wyptaconych rent rodzinnych wedtug pokrewienistwa z osoba,
po ktorej przyznano $wiadczenie w grudniu 2014 r.

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie tablicy 1.7.
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29,8% 31,3%

2017 1. 2018 1.
B udziat kosztéw akwizydji udziat kosztow administracyjnych
W Kkoszty akwizydji (mIn PLN) koszty administracyjne (mln PLN)

Rysunek 1.8. Koszty dziatalnosci ubezpieczeniowej Dziatu II w Polsce w mln zt i ich
struktura w % w latach 2017-2018

Zrédto: [Raport roczny 2018 2019, s. 66].

Warto zwrdci¢ uwageg, ze na rysunku 1.8 mamy do czynienia z polaczeniem
wykresow z roznymi jednostkami miar: niebieskie prostokaty prezentuja
strukture kosztow w %, a szare prostokaty wartosc kosztow w min zt.

Procedury statystyczne stosowane sa najczesciej w odniesieniu do duzych
zbioréw danych. Sprecyzowanie zbiorowosci, ktora podlega badaniu poprzez
okreslenie jej cech statych, jest kluczowe w procesie badawczym. Podczas
przeprowadzania badania analizowane sa zmienne, czyli cechy, ktére moga
przyjmowac rozne wartosci. Gdy obserwacje uporzadkujemy i pogrupujemy,
latwiej jest zrozumiec znaczenie uzyskanych w procesie badawczym danych,
a prezentacja graficzna w postaci wykresow utatwi zauwazenie pewnych cech
i tendengji dla nich charakterystycznych.

Po lekturze rozdzialu Czytelnik powinien znac:
* pojecia: zbiorowos¢ statystyczna i jednostka w zagadnieniach ubezpie-
czeniowych, rodzaje cech,
¢ klasyfikacje cech statystycznych,
* rodzaje szeregdw statystycznych,
* rodzaje wykresow,
* sposoby prezentacji danych.
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Pytania sprawdzajace

1.

Gr»D

o o N

Jakie zbiorowosci statystyczne mozna wyodrebni¢, analizujac rynek
ubezpieczen?

Co okreslaja cechy state?

Dlaczego wazne jest precyzyjne okreslenie zbiorowosci statystycznej?
Co to sa cechy zmienne?

Jakie przyktadowo cechy zmienne moga by¢ analizowane przez zaktad
ubezpieczen?

Jakie sa rodzaje szeregow statystycznych?

Jaka jest r6znica miedzy szeregiem statystycznym a tablica?

Jakie wykresy stuza do przedstawienia rozktadu cechy jakosciowej?
W jakich sytuacjach nie powinien by¢ stosowany wykres kotlowy?






Rozdziat 2
Statystyczne miary opisu rozkladow
cech ubezpieczeniowych

Dorota Banaszkiewicz

Hasla: tendencja centralna, dyspersja, asymetria, parametry klasyczne, parametry
pozycyjne, srednia arytmetyczna, kwantyle, mediana, dominanta, odchylenie stan-
dardowe, wspotczynnik zmiennosci, moment trzeci centralny, rozstep, odchylenie
Cwiartkowe, wskaznik struktury, wskaznik podobienistwa struktur, wskaznik nateZenia

2.1. Statystyczne miary opisujace rozklady cech

Analiza danych przeprowadzana przez zaklad ubezpieczen (ubezpieczyciela)
powinna prowadzi¢ do uzyskania przejrzystego, a zarazem zwiezlego opisu
badanej zbiorowosci statystycznej. W zakresie zainteresowan ubezpieczyciela,
jak rowniez organéw nadzoru, pojawia si¢ wiele probleméw badawczych,
takich jak: ile wynosi przecietna wysokos¢ odszkodowan i Swiadczen
wyptacanych klientom, jaka wysokos¢ sktadki przypisanej brutto dominuje
wsrod zakltadow, czy wiekszos¢ zakladow ponosi wysokie czy niskie koszty
dziatalnosci ubezpieczeniowej itp. Klient zaktadu ubezpieczen chciatby z kolei
wiedzie¢, ktory zaklad oferuje najlepsze warunki ubezpieczeniowe czy tez
zapewnia najszybsza wyplate odszkodowania.

Wykresy statystyczne stanowia jedna z metod prezentacji danych staty-
stycznych — za pomoca ksztattu, wielkosci lub barwy prezentujg informacje
liczbowe. Moga by¢ wykorzystywane rdwniez na potrzeby analizy danych,
ukazuja rozktad badanej cechy oraz prawidlowosci w przebiegu zjawisk’®.
Podstawa analizy statystycznej jest opis liczbowy, wyznaczenie charaktery-
styk — parametrow statystycznych — opisujacych wystepujace w zbiorowosci

8 Szerzej na ten temat w: [Graficzna prezentacja danych statystycznych... 2014].
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prawidlowosci. Ich wyznaczenie prowadzi do okreslenia trzech podstawowych
wlasnosci rozktadu®:

1) tendencji centralnej — czyli przecietnego poziomu wartosci badanej

cechy,

2) dyspersji — czyli zréznicowania wartosci cechy w zbiorowosci,

3) asymetrii —tj. potoZenia miejsca skupienia jednostek wzgledem wartosci

$rednie;j.

Analize struktury, czyli wewnetrznej budowy interesujacej nas zbiorowosci,
mozemy przeprowadzi¢ za pomocg parametrow klasycznych, obliczanych
ze wszystkich obserwacji, lub parametrow pozycyjnych, wyznaczanych
na podstawie czestosci wystepowania lub miejsca jednostki w szeregu®.
Zastosowanie miar klasycznych wymaga spetnienia pewnych warunkow,
dotyczacych gléwnie wilasnosci rozkladu. Stosujemy je, gdy badany rozklad
posiada tendencje centralna, czyli nie jest skrajnie asymetryczny (najwiecej
jest jednostek o najmniejszych lub najwiekszych wartosciach), nie jest wielo-
modalny (posiadajacy dwa lub wiecej punktdw skupienia), nie jest siodtowy
(najwiecej jest najmniejszych i najwiekszych wartosci, a najmniej srodkowych),
jest rtOwnomierny (wszystkie wartosci wystepuja tak samo czesto). Miar kla-
sycznych nie stosujemy, gdy wystepuja wartosci odstajace. Stosowanie miar
klasycznych uniemozliwiajg otwarte przedzialy w szeregach rozdzielczych.

Ocene struktury interesujacego nas zjawiska rozpoczynamy od okresle-
nia przecigtnego poziomu cechy, np. wysokosci sktadki w ubezpieczeniu
komunikacyjnym OC, wysokos$ci wyptaconego odszkodowania, wieku ubez-
pieczajacych sie itp. Nastepuje uogolnienie wartosci cechy zaobserwowanej
u poszczegolnych jednostek badanej zbiorowosci w jedng charakterystyke
liczbowa. Wartosc ta dobrze odzwierciedla poziom przecietny, pod warunkiem
ze znajduje sie w centrum rozktadu i ponadto jest licznie reprezentowana?'.
Mowimy, ze rozktad posiada tendencje centralna. Moze to by¢ sredni poziom
badanej cechy ($rednia arytmetyczna), wartos$¢ najczesciej wystepujaca (domi-
nanta) czy tez wartos¢ sSrodkowa (mediana) [Cieciura, Zacharski 2011].

19 Por. bogata literature przedmiotu, m.in. [Aczel 2017; Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008;
Koronacki, Mielniczuk 2009; Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka 2006; Kot, Jakubowski,
Sokotowski 2011].

2 Parametry pozycyjne sa rowniez traktowane jako uzupetnienie miar klasycznych do
oceny tendencji centralnej, gdyz wnosza dodatkowe informacje, opisujg rozktad w $rod-
kowej czesci.

2 Sytuacja taka nie wystepuje, gdy rozktad jest siodfowy lub skrajnie asymetryczny
i wartosc¢ centralna jest maloliczna (wystepuje brak tendencji centralnej).
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Srednia arytmetyczna jest klasyczna miara tendendji centralnej. Z definidji
jest suma wartosci cechy wszystkich jednostek podzielona przez ich taczng
liczbe?. Przy wyborze $redniej arytmetycznej do opisu poziomu przecietnego
nalezy mie¢ na uwadze wszystkie wyzej wspomniane ograniczenia stosowania
miar klasycznych. Mediana, pozycyjna miara poziomu przecietnego, wskazuje
na wartos¢ srodkowa. Mediana ma niklg warto$¢ poznawcza w przypadku
bardzo matych liczebnosci. Im wigksza liczba obserwagji, tym bardziej zasadne
jest obliczanie nie tylko mediany, ale réwniez innych kwantyli®: kwartyli
(dzielacych zbiorowo$¢ na cztery rowne liczebnie czesci po 25% obserwacji
w kazdej z nich), decyli (dzielacych zbiorowos¢ na dziesie¢ réwnych liczebnie
czesci po 10% obserwacji w kazdej z nich) czy percentyli (dzielacych zbiorowos¢
na sto rownych liczebnie czesci po 1% obserwacji w kazdej z nich). W analizie
zazwyczaj skupiamy sie na ocenie 1%, 5%, 10% czy 25% najwigkszych i naj-
mniejszych wartosci badanej cechy, np. wartosci wyptacanych odszkodowan.
Dominanta to w przypadku cechy ilosciowej skokowej warto$¢ najliczniej
wystepujaca w rozkladzie. Dominante interpretuje si¢ jako warto$¢ typowa
w badanej zbiorowosci.

Miara poziomu przecietnego sprowadza wartosci badanej cechy zmiennej
do jednej wielkosci liczbowej. Wartosci poszczegdlnych jednostek rdznia sie
miedzy soba, bardziej lub mniej r6znia sie rowniez od sredniej arytmetycznej.
Sa wyzsze i nizsze wysokosci ubezpieczenia, odszkodowania, sumy ubezpie-
czenia itp. Przykladowo, dwoch ubezpieczycieli moze mie¢ wysokos¢ wyplaca-
nych odszkodowan z tytutu ubezpieczert komunikacyjnych OC przecigtnie na
takim samym poziomie. U jednego z nich kwoty wyptacanych odszkodowan
nieznacznie r6znia si¢ od poziomu sredniego, u drugiego natomiast wystepuje
duze zréznicowanie. Przy niskim relatywnie przecietnym poziomie odszkodo-
wan duze zréznicowanie oznacza, ze ubezpieczyciel wyptacit zaréwno niskie
odszkodowania (co jest korzystne dla ubezpieczyciela), ale rGwniez bardzo
wysokie odszkodowania* (co jest duzym ryzykiem®). Jezeli érednia jest na

2 W szeregu rozdzielczym, gdzie zbiorowos$¢ zostata pogrupowana w klasy ujete w prze-
dzialy, kolejnym wariantom cechy odpowiada pewna liczba jednostek; w takim przy-
padku do oceny poziomu przecigtnego wykorzystujemy formute $redniej arytmetycznej
wazonej, gdzie czestos¢ wystepowania poszczegdlnych wartosci cechy nadaje znaczenie
(wage) tym wartosciom; szerzej na ten temat w: [Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008].

# Kwantylem nazywa si¢ warto$¢ w rozktadzie cechy zmiennej dzielacg zbiorowos¢ na
dowolna liczbe réwnolicznych czesci.

2 Suma gwarancyjna w ubezpieczeniu OC komunikacyjnym wynosi 1 mln euro za szkody
majatkowe i 5 mIn euro za szkody osobowe w jednym zdarzeniu.

% Jest to tzw. problem ,grubych ogonéw” w rozkladach wartosci odszkodowan. Mozli-
wos¢ wystepowania rzadkich bardzo wysokich odszkodowan musi by¢ uwzgledniona
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relatywnie wysokim poziomie i jednoczesnie wystepuje silne zréznicowanie,
to oznacza, ze wigkszo$¢ odszkodowan jest wysoka i wystepuja nieliczne
niskie odszkodowania. Taka informacja dla zakltadu ubezpieczen moze by¢
wazna, poniewaz koszt likwidacji odszkodowan i tych niskich, i tych wysokich
jest poréwnywalny. W takiej sytuacji zakltad ubezpieczenn moze w niektorych
rodzajach ubezpieczen rozwazy¢ wprowadzenie franszyzy integralnej. Inte-
resuje nas przede wszystkim przecietne odchylenie od poziomu $redniego.
Informuja o tym miary dyspersji (zmiennosci, rozproszenia, zréoznicowania).
Odchylenia mozemy wyrazac w jednostkach pomiaru (miary absolutne) lub
w odniesieniu do wartos$ci przecietnej (miary wzgledne).

Podstawowa klasyczna absolutng miarg dyspers;ji jest wariancja, ktora
ze wzgledu na jednostke pomiaru wyrazong jako kwadrat nie posiada inter-
pretacji. Pierwiastek kwadratowy z wariancji to odchylenie standardowe
informujace, o ile przecietnie wartosci badanej cechy odchylaja si¢ od sredniej
arytmetycznej. Przecietne odchylenie od poziomu $redniego odszkodowania
wynoszace np. 500 zt zostanie inaczej ocenione w ubezpieczeniu danego
typu, w ktérym srednie odszkodowanie wynosi 2000 z1, a inaczej gdy $rednio
wynosi 4000 z. W celu dokonania oceny natezenia dyspersji postugujemy sie
wspoélczynnikiem zmiennosci, czyli wyrazamy odchylenie standardowe jako
procent wartosci $redniej arytmetycznej. W pierwszym przypadku odchylenie
wynoszace 500 zt stanowi 25% Sredniej, w drugim 12,5% i informuje o znacznie
mniejszym natezeniu dyspersji odszkodowan. Wspotczynniki zmiennosci
odgrywaja szczegdlna role w analizie porownawczej, zwlaszcza gdy pomiar
dokonany jest w réznych jednostkach (np. w zt i w euro) lub ksztaltuje si¢ na
roznym poziomie (dochody matych firm i dochody duzych firm).

Zbiorowosci charakteryzujace si¢ zbliZzonym poziomem przecigtnym
cechy i zbliZonym poziomem zrdznicowania moga zostac réznie ocenione po
uwzglednieniu dodatkowej informaciji o tym, czy wiekszos¢ jednostek przyjmuje
wartosci powyzej czy ponizej poziomu przecigetnego. Przyktadowo u dwoch
ubezpieczycieli zaréwno przecietny poziom, jak i zréznicowanie sktadek
w danym typie ubezpieczenia sg na zblizonym poziomie. W jednym produkcie
ubezpieczeniowym wiekszos¢ ubezpieczonych ma wiek powyzej poziomu
przecietnego, a w drugim wiekszos¢ ma wiek ponizej poziomu przecigtnego.
Moze to by¢ efektem réznej konstrukcji produktéw ukierunkowanej do klientow
z roznych grup wiekowych (do oséb miodych lub emerytéw). Analiza tylko
poziomu s$redniego i zréznicowania nie pokaze réznic w rozktadzie wieku
ubezpieczonych. O tym, po ktdrej stronie poziomu przecietnego znajduje sie

w kalkulagji sktadki oraz w wysokosci rezerw techniczno-ubezpieczeniowych.
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wigkszosé¢ wartosci, informuja miary asymetrii®*. Z klasycznych miar asymetrii
najwazniejszy jest moment trzeci centralny wzgledny, ktéry informuje zaréwno
o kierunku, jak i o sile asymetrii. Znak wspodtczynnika informuje o kierunku
asymetrii (warto$ci dodatnie — asymetria dodatnia, inaczej prawostronna; war-
tosci ujemne — asymetria ujemna, inaczej lewostronna). Wartos¢ bezwzgledna
wyniku informuje o nateZeniu asymetrii. Im warto$ci bardziej odbiegaja od
zera, tym natezenie asymetrii jest wigksze, wartosci powyzej 2 i ponizej —2
$wiadcza o skrajnej asymetrii. Miary pozycyjne asymetrii informuja o kierunku
i natezeniu asymetrii w srodkowej czesci rozktadu obejmujacej 50% badz 80%
jednostek w zaleznosci, czy wskaznik asymetrii zostat wyliczony odpowiednio
o kwartyle czy decyle. Miary klasyczne i pozycyjne wykorzystywane do opisu
poszczegdlnych wtasnosci rozkladu prezentuje tablica 2.1%.

Tablica 2.1. Parametry opisujace strukture zbiorowosci statystycznej

Wrtasnosc

Parametry klasyczne Parametry pozycyjne
rozktadu y 4 Y pozycy)
tendencja |s$rednia arytmetyczna kwantyle, w tym:
centralna mediana, kwartyle, percentyle
dominanta

dyspersja | odchylenie standardowe,  |rozstep (obszar zmiennosci),
wspodtczynnik zmiennosci | rozstepy kwantylowe,

odchylenia kwantylowe,

wspotczynniki zmiennosci (kwantylowe)

asymetria | moment trzeci wzgledny | wspdtczynnik asymetrii (kwantylowy)

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

% Typ rozkltadu mozemy okresli¢ rowniez na podstawie szeregu rozdzielczego, jak
i wykresu: obserwagje roztozone rownomiernie po obu stronach $rodka rozktadu wskazuja
na rozklad symetryczny (tyle samo wartosci jest zaréwno powyzej, jak i ponizej Sredniej
arytmetycznej). Jezeli wiekszos¢ jednostek skupia sie przy nizszych wartosciach cechy,
badany rozklad jest rozktadem asymetrycznym prawostronnym (wiekszos¢ wartosci jest
ponizej sredniej arytmetycznej). Natomiast jezeli jednostki skupiaja sie przy wyzszych
wartosciach cechy, rozktad jest lewostronnie asymetryczny (wiekszos¢ wartosci jest
powyzej sredniej arytmetycznej). W sytuacji gdy jednostki zbiorowosci skupiaja sie przy
krancowych wartosciach rozkladu badany rozktad jest skrajnie asymetryczny. Wiecej
na ten temat w: [Makac 2003; Malinowski 2004].

¥ Klasyfikacja parametrow statystycznych oraz metody ich doboru oméwione sg szeroko
w literaturze przedmiotu, m.in. w: [Wieczorkowska, Wierzbinski 2007; Maka¢, Urbanek-
-Krzysztofiak 2008; Aczel 2017; Malinowski 2004].
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Kiedy zatem $rednia arytmetyczna dobrze opisuje poziom przecietny
badanej zbiorowosci? Czy zawsze do analizy struktury nalezy wykorzystywac
miary klasyczne i pozycyjne? Sprobujmy znalez¢ odpowiedz na tak postawione
pytania, analizujac ponizsze przyktady.

2.2. Analiza rozkladu liczby szkod

Sposob przeprowadzenia analizy statystycznej zalezy od rodzaju badanej
cechy (skokowa czy ciagta), rodzaju materiatu statystycznego (w formie
danych szczegétowych czy w formie szeregdw rozdzielczych), wlasnosci roz-
ktadu (tendencja centralna lub jej brak, wystepowanie wartosci odstajacych).
Przypomnijmy, ze takie cechy, jak liczba szkod, liczba zawieranych polis czy
liczba wyptaconych odszkodowan maja charakter skokowy, a wiek kierowcow,
koszty dziatalnosci ubezpieczeniowej czy wysokos¢ sktadki maja charakter
ciggly. Jezeli dysponujemy indywidualnymi danymi o kazdej jednostce, czyli
posiadamy dane szczegdtowe, obecnie do wyliczenia wartosci parametréw
wykorzystujemy gotowe funkcje statystyczne, np. w Excelu. I takie rozwiagzanie
zostanie przedstawione. Natomiast gdy posiadany materiat statystyczny ma
postac szeregu rozdzielczego, wartosci parametréw szacujemy, wykorzystujac
odpowiednie wzory.

Przyklad 2.1

Tablica 1.3 (patrz rozdziat 1) zawiera dane dotyczace liczby grup ubezpie-
czen prowadzonych przez zaktady ubezpieczen pozostatych osobowych
i majatkowych w Polsce w 2017 r. Po ich uporzadkowaniu otrzymalismy
szereg szczegotowy, a po uporzadkowaniu i pogrupowaniu danych szereg
rozdzielczy punktowy (tab. 1.4). Pogrupowanie pozwolito na okreslenie
wlasnosci rozktadu. Jest on jednomodalny, zblizony do symetrycznego oraz
brak jest wartosci nietypowych. Pozwala to na zastosowanie miar klasycz-
nych. Do opisu wlasnosci rozkladu wykorzystano réwniez miary pozycyjne.
Uzyskane wyniki zestawiono w tablicy 2.2.
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Tablica 2.2. Parametry i ich wartosci w rozktadzie liczby grup ubezpieczen pozostatych
osobowych i majatkowych w zaktadach ubezpieczerr w Polsce w 2017 r.

Wrhasnosc

rozkladu Parametry klasyczne Parametry pozycyjne
tendencja | srednia arytmetyczna =11,5 grup minimum =1 grupa
centralna maksimum = 18 grup
mediana =13 grup
kwartyl 1 =8 grup
kwartyl 3 =15 grup
dominanta =13 grup
dyspersja | wariancja = 22,75 grup? rozstep =17 grup

odchylenie standardowe = 4,77 grupy |rozstep kwartylowy =7 grup
wspodtczynnik zmiennosci = 41,35% odchylenie kwartylowe = 3,5 grupy
wspotczynnik zmiennosci
kwartylowej = 26,92%

asymetria | moment trzeci wzgledny =-0,75 wspodtczynnik asymetrii kwartylowy
=-0,43

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie tablicy 1.3.

Liczba grup ubezpieczen pozostatych osobowych i majatkowych w 2017 r.
wynosita od 1 od 18. Przecietnie na jednego ubezpieczyciela przypadato okoto
12 grup, 25% ubezpieczycieli miato w swojej ofercie co najwyzej 8 grup, potowa
co najmniej 13 grup i 25% nie mniej niz 15 grup. Najwiecej ubezpieczycieli
miato 13 grup badanych ubezpieczen. Liczba oferowanych grup ubezpie-
czen odchylata sie przecietnie od ich sredniej liczby 4,77 grupy, tj. o 41,35%.
Natezenie dyspersji bylo umiarkowane. Wigkszo$¢ ubezpieczycieli oferowata
wiecej grup ubezpieczenn w poréwnaniu z poziomem przecietnym, a natezenie
asymetrii byto znaczne. W srodkowej czesci obejmujacej 50% ubezpieczycieli
zaréwno natezenie dyspersji, jak i asymetrii bylo mniejsze niz u ogétu bada-
nych. Kierunek asymetrii byt taki sam.

Analiza uzyskanych wynikéw potwierdza stusznos¢ zastosowania miar
klasycznych. Zblizona warto$¢ miar srednich potwierdza wystepowanie
tendencji centralnej, dowodzi réwniez umiarkowanego zrdznicowania
i niewysokiego natezenia asymetrii. Nalezy zaznaczy¢, ze te same wartosci
parametrow uzyskamy na podstawie szczegoétowych danych oraz w postaci
szeregu rozdzielczego punktowego.

Jakie parametry i dlaczego nalezy wykorzysta¢ do analizy rozktadu cha-
rakteryzujacego sie bardzo silng czy skrajng asymetrig?
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Przyklad 2.2
W tablicy 2.3 przedstawiono dane dotyczace ubezpieczenn komunikacyjnych,
opublikowane w , Journal of Statistical Actuaries”.

Tablica 2.3. Rozktad liczby roszczen przypadajacych na jedna polise w ciagu roku

. , . | Udziatl polis o danej liczbie
. p . . | Szereg liczebnosci ) R
Liczba roszczent | Liczba polis roszczen w ogolnej liczbie
skumulowanych . o
polis (w %)
0 370 412 370 412 87,934
1 46 545 416 957 11,049
2 3935 420 892 0,934
3 317 421 209 0,075
4 28 421237 0,007
5 3 421 240 0,001
Suma 421 240 X 100,000

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie: [Johnson, Hey, 1971]

Z przedstawionych danych wynika, ze z wiekszosci polis (blisko 88%)
w ogole nie zgloszono roszczen (dominanta = 0 zgloszen), z 11% polis zgto-
szono roszczenie tylko raz, wiecej niz jedno roszczenie w ramach jednej polisy
wystepowato bardzo rzadko (1% wszystkich przypadkéw). Rozklad liczby
roszczen wykazuje w tym przypadku skrajna asymetrie prawostronna. Zasto-
sowanie miar klasycznych do opisu rozkltadu dato nastepujace wyniki: srednia
liczba roszczen byla bliska 0 ($rednia arytmetyczna = 0,13), liczba roszczen
odchylata si¢ od poziomu $redniego przecietnie o 0,37 zgloszenia (odchylenie
standardowe = 0,37), co $wiadczy o bardzo silnym natezeniu zréznicowania
(wspodtczynnik zmiennosci = 282,5%), potwierdzito réwniez wystepowanie
skrajnej asymetrii prawostronnej swiadczacej o zdecydowanej przewadze
liczby polis ponizej poziomu przecietnego (moment trzeci wzgledny = 2,825).
Odpowiednimi miarami do opisu oceny przecietnej liczby roszczen beda
miary pozycyjne.
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Tablica 2.4. Wartosci pozycyjnych parametréw liczby roszczen przypadajacych na
jedna polise

Pozycja parametru Wartos¢ parametru
pozycja mediany =210 620 mediana = 0 roszczen
pozycja percentyla 1=4 212 percentyl 1 =0 roszczen
pozycja percentyla 10 = 42 124 percentyl 10 = 0 roszczen
pozycja kwartyla 1 =105 310 kwartyl 1= 0 roszczen
pozycja kwartyla 3 = 315 930 kwartyl 3 = 0 roszczen
pozycja percentyla 90 =379 116 percentyl 90 = 1 roszczenie
pozycja percentyla 99 = 417 027 percentyl 99 = 2 roszczenia

dominanta = 0 roszczen

rozstep =5 roszczen

odchylenie ¢wiartkowe = 0 roszczen
wspotczynnik zmiennoSci oparty

o kwartyle = 0 roszczen

wspotczynnik skosnosci oparty o kwartyle
=0 roszczen

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie tablicy 2.3.

Poniewaz okoto 88% polis znajduje sie w pierwszej klasie szeregu, wszystkie
miary polozenia do percentyla 87 wlacznie przyjmuja wartos¢ 0. W srodkowej
czesci obejmujacej 50% polis brak zréznicowania. Do opisu wiasnosci przed-
stawionego rozkladu wystarczy zatem wartos¢ dominanty i stwierdzenie, ze
wystepuje skrajna asymetria.

2.3. Analiza rozkladu wysokosci skladki przypisanej brutto

Niektore ze zmiennych zwigzanych z dziatalnoscia zakladow ubezpieczeniiich
klientow to cechy o charakterze ciagtym: wysokosc sktadki ubezpieczeniowej,
wysokos¢ odszkodowan i $wiadczen, koszty dziatalno$ci ubezpieczycieli,
wysokos¢ lokat, rezerw itp. Jezeli badana zbiorowos¢ jest mato liczna lub
posiadamy szczegdtowe dane, procedura analizy statystycznej jest podobna
do oceny rozktadu cechy skokowej.

Przyklad 2.3
PIU w swoich raportach rocznych publikuje m.in. informacje dotyczace
wysokosci sktadki przypisanej brutto w ciagu roku (tab. 2.5).
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Tablica 2.5. Sktadka przypisana brutto zakladéw ubezpieczen na zycie w latach

2016-2017
Sktadka przypisana brutto
Zaktad ubezpieczeni w min zt

2016 2017
AEGON TU na ZYCIE S.A. 454,0 4482
TU ALLIANZ ZYCIE POLSKA S.A. 591,5 596,5
AVIVA TUnZ S.A. 1934,2 1879,3
AXA ZYCIE TU S.A. 1093,9 1053,5
TUnZ CARDIF POLSKA S.A. 253,8 300,2
COMPENSA TU na ZYCIE S.A. Vienna Insurance Group 487,5 533,4
WTUZiR CONCORDIA CAPITAL SA 60,0 61,5
STUnZ ERGO HESTIA SA 904,5 419,0
TU na ZYCIE EUROPA S.A. 1178,6 12054
GENERALI ZYCIE T.U. S.A. 984,6 974,9
TU INTER -ZYCIE POLSKA S.A. 11,8 13,1
MACIF ZYCIE TUW 21,0 20,5
METLIFE TUnZiR S.A. 13759 850,4
NATIONALE -NEDERLANDEN TUnZ S.A. 1356,3 1687,1
OPEN LIFE TU ZYCIE S.A. 14778 2354,1
PKO ZYCIE TU S.A. 900,6 471,0
POCZTOWE TUnZ S.A. 27,2 34,3
POLISA -ZYCIE TU S.A. Vienna Insurance Group 289,2 331,3
PRAMERICA ZYCIE TUIR SA 249,0 261,8
PZU ZYCIE SA 8034,4 8563,1
TUW REJENT -LIFE 16,8 17,2
SALTUS TU ZYCIE SA 45,1 37,9
SANTANDER AVIVA TU na ZYCIE S.A. 230,7 199,3
SIGNAL IDUNA ZYCIE POLSKA TU S.A. 40,0 35,5
UNIQA TU na ZYCIE S.A. 329,3 744,9
VIENNA LIFE TU na ZYCIE S.A. Vienna Insurance Group 755,3 662,1
TUnZ WARTA S.A. 743,3 805,8
Razem 23 846,3 24 561,3

Zrédto: [Rocznik rynku ubezpieczeri... 2017].

Zbiorowos¢ statystyczna jest nieliczna (27 jednostek), do przedstawienia
prawidlowosci rozkladu nie jest konieczne zbudowanie szeregu rozdzielczego.
Rozktad wysokosci sktadki w badanych okresach przedstawia rysunek 2.1.
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Rysunek 2.1. Sktadka przypisana brutto zaktadow ubezpieczen na zycie w 201612017 r.
(w mln z})

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie danych zawartych w tablicy 2.5.

W przedstawionym przyktadzie tatwo zauwazy¢ wartos¢ odstajaca sktadki
przypisanej brutto w PZU ZYCIE SA (na poziomie ponad 8 mld z}). Pozostate
wartosci wysokosci sktadki przypisanej nie przekraczajg poziomu 2 mld zt.
Wartos¢ odstajaca bedzie miata silny wptyw na ocene wiasnosci badanego
rozkladu. Czy wiec nalezy uwzglednia¢ w analizie wszystkie jednostki, czy tez
pominac odstajace? Jesli pozostawimy w analizie wszystkich ubezpieczycieli,
$rednia arytmetyczna wartosc sktadki przypisanej brutto bedzie mocno zawy-
zona w stosunku do poziomu rozumianego jako przecietny, jesli natomiast
pominiemy warto$¢ odstajaca, mozna zadac sobie kolejne pytanie — czy mozna
pomina¢ najwiekszego ubezpieczyciela na rynku? Czy moze lepiej w takiej
sytuacji, zamiast pomija¢ wartos¢ odstajaca, zastosowa¢ miary pozycyjne,
ktore nie sg wrazliwe na wartosci nietypowe?

PrzeprowadZzmy analize, zaréwno uwzgledniajac, jak i pomijajac wartosc¢
PZU ZYCIE SA., stosujac miary klasyczne i pozycyjne. Wyniki analizy przed-
stawia tablica 2.6.



44 2. Statystyczne miary opisu rozktadéw cech ubezpieczeniowych

Tablica 2.6 Parametry polozenia rozktadu wysokosci sktadki przypisanej brutto
w 2016 1 2017 r. z uwzglednieniem i bez uwzglednienia PZU ZYCIE SA w mIn zt

ZPZU ZYCIE SA Bez PZU ZYCIE SA
Parametr
2016 2017 2016 2017
minimum 11,8 13,1 11,8 13,1
maksimum 8034,4 8 563,1 1934,2 2 354,1
srednia 883,2 909,7 608,1 615,3
mediana 487,5 471,0 470,8 459,6
kwartyl 1 145,4 130,4 102,7 95,9
kwartyl 3 1039,3 912,7 964,6 839,3
dominanta brak brak brak brak

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z tablicy 2.5.

Przecigtna wysoko$¢ sktadki przypisanej brutto dla wszystkich zakladow
ubezpieczen w 2016 r. wyniosta ponad 883 min zl, rok pdzniej byta wyzsza
i wyniosta blisko 910 mln zt. Jesli pominiemy najwigkszego ubezpieczyciela —
$rednia skltadka w poréwnywanych okresach byta o blisko 300 mlIn zt nizsza
i w 2016 r. wyniosta 608 mIn z1, zas w 2017 r. — 615 mln z}. R6Znice w warto-
Sciach potwierdzajgq duza wrazliwos¢ sredniej arytmetycznej (i innych miar
klasycznych) na wartosci odstajace. Inaczej jest w przypadku miar pozycyjnych.
Warto$¢ mediany w 2016 r. wskazuje, ze w potowie wszystkich zakladow
ubezpieczeniowych sktadka przypisana byta nie wyzsza niz 487,5 mIn zt brutto
(w 2017 r. nie przekroczyta 471 mln zt). Po pominigeciu PZU w 2016 r. potowa
pozostalych zaktadow ubezpieczen osiggneta wartosc¢ sktadki przypisanej nie
wyzsza niz 471 mln z (w 2017 r. nie wyzsza niz 460 mln zt). R6Znice miedzy
wartosciami sa niewielkie i wynikajg jedynie ze zmiany pozycji mediany
w szeregu na skutek przesunigcia srodka w catej zbiorowosci*.

Warto$¢ kwartyla pierwszego z uwzglednieniem wszystkich ubezpieczycieli
informuje, ze w 2016 r. 25% z nich miato sktadke nie wyzsza niz 145,4 min zt
(w 2017 r. 130,4 min z}), natomiast po usunieciu PZU Zycie SA granica ta
przesuneta sie¢ do poziomu 102,7 mIn zt w roku 2016 (96 mIn zt w 2017 r.).
Wartos¢ kwartyla trzeciego informuje, ze sposrdd wszystkich zaktadow 75%
z nich osiagneto sktadke przypisang brutto na poziomie nieprzekraczajacym
1039,3 mln zt w 2016 1. (912,7 mIn zt w 2017 r.), za$ w sytuacji gdy nie uwzgled-
nimy sktadki dla PZU ZYCIE SA, warto$¢ parametru wynosita 964,6 min zt

% Przypomnijmy, ze pozycja mediany wyznaczana jest wg formuty ; L tak wiec zalezna

jest od liczebnosci badanej zbiorowosci.
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w 2016 1. (839,3 mln zt w 2017 r.). Z przedstawionych relacji miedzy warto-
$ciami parametrow z warto$cia odstajaca i bez niej wynika, ze tylko $rednia
arytmetyczna wyraznie ,,zareagowala” na usuniecie jednostki skrajnej (PZU
ZYCIE SA), w przypadku pozostalych parametréw réznice nie sa znaczne
i wynikaja jedynie z przesuniecia pozycji danego parametru w szeregu.

W tablicy 2.7 przedstawiono wartosci parametrow dyspersji i asymetrii
wysokosci sktadki przypisanej brutto.

Tablica 2.7. Wartosci parametréw dyspersji i asymetrii wysokosci sktadki przypisanej
brutto w 201612017 r.

ZPZUZYCIESA | De#PZU ZYCIE
Parametr SA

2016 2017 2016 2017
odchylenie standardowe (mln zt) 14985| 1614,0 537,9 604,8
wspdtczynnik zmiennosci (%) 169,67% | 177,43% | 88,45% | 98,29%
moment trzeci wzgledny 3,98 3,93 0,65 1,22
odchylenie ¢wiartkowe (mln zt) 446,9 391,1 430,9 371,7
wspotczynnik zmiennosci (oparty o kwartyle) |  92,00%| 83,00% | 92,00% | 81,00%
wspodtczynnik asymetrii (oparty o kwartyle) 0,23 0,13 0,15 0,02

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie danych KNF.

Wartosci miar klasycznych oszacowane dla wszystkich ubezpieczycieli
wskazuja na bardzo silne natezenie zréznicowania (2016 r. 169,7%, 2017 r.
177,4% poziomu $redniego) oraz skrajna asymetrie. Jest to skutkiem wyste-
powania wartosci odstajacej. W takiej sytuacji zasadne jest zastosowanie miar
pozycyjnych. Uzyskane wyniki informuja, ze wsréd badanych 50% srodko-
wych zakladow ubezpieczen natezenie zréznicowania sktadki jest bardzo silne
(odpowiednio 92% i 83% mediany) i rozklady wykazuja niewielka asymetrie
prawostronna. Jak fatwo zauwazy¢, w przypadku miar klasycznych usuniecie
z analizy PZU ZYCIE SA znaczaco zmienilo ocene wiasnoéci rozktadu, nie
zmienilo jej natomiast, gdy ograniczyliSmy badanie do srodkowej czesci
rozktadu.

Réznice w rozktadzie wysokosci sktadki przypisanej brutto z uwzgled-
nieniem i bez uwzglednienia PZU przedstawiono za pomoca wykresu
,skrzynka-wasy”? na rysunku 2.2.

» Wykres skrzynka-wasy (pudetkowy, skrzynkowy, box-plot) wyznaczany jest w opar-
ciu o warto$¢ kwartyla pierwszego i trzeciego (pudetko) oraz o wartos¢ minimalna
i maksymalng w obszarze 1,5 rozstepu kwartylowego (wasy). Linia wewnatrz pudetka
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Rysunek 2.2. Sktadka przypisana brutto zaktadow ubezpieczen na zycie w 201612017 r.
(w mln z1)

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie tablicy 2.5.

Na wykresach wyraznie wida¢, ze wysokos¢ sktadki przypisanej w PZU jest
wartoscig odstajaca i uwzglednienie jej powoduje, ze wartosc Sredniej arytme-
tycznej (zaznaczonej symbolem x) nie reprezentuje wiekszosci obserwagji. Po
wyeliminowaniu tej jednostki ksztatt rozktadu (pudetka) nie ulega zmianie,
a wartos¢ Sredniej arytmetycznej znacznie zblizyta si¢ do srodka pudetka.

Wiekszos¢ analiz statystycznych przeprowadza sie¢ na danych szczegoto-
wych. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze do oceny rozktadu bedziemy wykorzysty-
wacd material wtdrny i dane beda juz pogrupowane, przedstawione w formie
szeregu rozdzielczego przedzialowego.

Przyklad 2.4

Tablica 1.6. przedstawia rozktad wieku osob ubezpieczonych posiadajacych
polise OC w okresie od 1 do 15 lipca 2019 r. (dane umowne). Jest to szereg
o domknietych przedziatach, przedziaty klasowe maja taka sama rozpietosc.
Rozklad liczebnosci wykazuje niewielkg asymetri¢ lewostronng. W takiej
sytuacji do oceny wieku mozemy wykorzysta¢ miary klasyczne.

odpowiada wartosci mediany, symbol x wartosci $redniej arytmetycznej. Kropka zazna-
czone sg wartosci odstajace.
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Tablica 2.8. Warto$ci parametrow klasycznych rozktadu wieku (w latach) oséb posia-
dajacych polise OC (dane umowne)

Parametr Wartos¢ parametru
$rednia arytmetyczna 41,2 lat
wariancja 89,5 lat?
odchylenie standardowe 9,5 lat
wspdtczynnik zmiennosci 23,0%
moment trzeci wzgledny -0,2

Zrédto: Obliczenia wlasne na podstawie tablicy 1.6.

Uzyskane wyniki informuja, Ze srednia wieku kierowcéw posiadajacych
polise OC wynosi nieco ponad 41 lat. Wiek poszczegdlnych kierowcdéw rézni
sie przecietnie od Sredniego wieku o 9,5 roku, co stanowi 23,0% i informuje
o stabym natezeniu dyspersji. Badanie potwierdzilo wystepowanie asymetrii
lewostronnej o niewielkim natezeniu (-0,2), co oznacza, ze wigkszos¢ kierow-
cOw jest w wieku powyzej sredniej.

Jakie dodatkowe informacje uzyskamy, stosujgc w tym przypadku miary
pozycyjne®?

Tablica 2.9. Wartosci parametréw pozycyjnych rozkltadu wieku (w latach) kierowcéw
posiadajacych polise OC w 2019 r.

Parametr Wartos¢ parametru
mediana 42,0 lata
dominanta 43,1 lat
kwartyl pierwszy 34,4 lat
kwartyl trzeci 48,5 lat
decyl pierwszy 27,3 lat
decyl dziewiaty 54,0 lata

Zrédto: Obliczenia wtasne na podstawie tablicy 1.6.

Potowa kierowcow posiadajacych polise OC ma co najwyzej 42 lata,
a najwiecej jest w wieku 43 lat. Wartosci sredniej arytmetycznej, mediany
i dominanty potozone sa blisko siebie, co dowodzi wystepowania tendengji

% Ze wzgledu na szereg rozdzielczy przedziatowy parametry pozycyjne, po wczesniejszym
ustaleniu ich pozycji, wyznaczane sa w oparciu o wzory interpolacyjne; szerzej na ten
temat m.in. w: [Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008; Sobczyk 2005].
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centralnej i stabej asymetrii (w tym przypadku lewostronnej®). Wartosci
pozostatych kwantyli informuja, ze 10% najmtodszych kierowcow miato nie
wiecej niz 27,3 lat, a 25% nie wiecej niz 34,4 lat, zas 25% najstarszych kierowcow
miato co najmniej 48,5 lat, a 10% nie mniej niz 54,0 lata. Ocena pozostatych
wlasnosci rozktadu wieku na podstawie miar pozycyjnych jest zbedna, gdyz
przy tak niewielkim zréznicowaniu i matej asymetrii ograniczytaby wnioski
dla czesci zbiorowosci (do 50% — gdybysmy taka analize przeprowadzili na
podstawie kwartyli, czy 80% — w sytuacji opisu na podstawie decyli).
Powyzsze przykltady dowodza, Ze jedynie wiasciwy dobor parametrow
pozwala prawidlowo pokazac wlasnosci rozktadow. Nie ma potrzeby wyznacza-
nia wszystkich znanych miar, dobierzmy te, ktore w danej sytuacji sa stosowne.

2.4. Wskazniki struktury i natezenia

Przydatnym narzedziem statystycznego opisu badanych zbiorowosci i zjawisk
sq liczby wzgledne, tzw. wskazniki. Sa one stosunkiem (ilorazem) dwdch
wielkosci absolutnych i moga mie¢ postac relacji wyrdznionej czesci zbioro-
wosci do jej catosci (wskaznik struktury) lub tez moga by¢ ilorazem dwoch
logicznie powiazanych ze soba zbiorowosci lub zjawisk (wskazniki natezenia).
Wskazniki mozna stosowac¢, przedstawiajac wyrdznione czesci zbiorowosci
(np. odsetek rolnikéw ubezpieczajacych swoje uprawy), mozna je rowniez
wykorzystywa¢, analizujac rozklady cech, co pokazuja zamieszczone nizej
przykiady.

Wskaznik struktury

Analiza struktury polega na okresleniu relacji elementéw sktadowych w tacz-
nej wartosci z punktu widzenia wyrdznionej cechy. Wskaznik struktury
(udziat wzgledny, czestos¢ wzgledna) jest to czes¢ (1) do catosci (1), najczesciej
pomnozona przez 100. Informuje, jaka czes¢ (jaki procent) stanowi wyrdzniona
czes¢ w catosai:

3 Przypomnijmy, ze miedzy parametrami polozenia zachodza relacje okreslajace typ
rozktadu empirycznego:
X <Me < D - rozktad asymetryczny lewostronnie,
X =Me =D —rozklad symetryczny,
x> Me > D - rozklad asymetryczny prawostronnie.
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n

W = %100 = ——x 100 @.1)
2,
i=1
Walorem wskaznikéw struktury, oprdcz tego, ze sa to liczby niemiano-
wane, jest ponadto fakt, Ze moga by¢ stosowane dla dowolnych cech, zaréwno
mierzalnych, jak i niemierzalnych, gdyz wykorzystuja liczebnosci czastkowe
i faczng liczebnos¢ zbiorowosci, bez udziatu samych wariantow cechy.
Badanie w oparciu o wskazniki struktury moze by¢ prowadzone w cza-
sie i w przestrzeni. Zestawianie wskaznikoéw struktury z réznych okreséw
pozwala zorientowac si¢ w tendencjach zmian. Ponadto poszczegdlne czesci
zbiorowos$ci moga miec¢ rézne wiasciwosci i podlega¢ wptywom innych
czynnikow.

Przyklad 2.5
Wysokos¢ sktadki przypisanej brutto wedtug rodzaju ubezpieczen w Dziale II
w 20101 2017 r. przedstawia tablica 2.10.

Tablica 2.10. Wysokos¢ sktadki przypisanej brutto (w mln z1) wedtug rodzajow ubez-
pieczen oraz ich udziat (w %) w Dziale II w 20101 2017 r.

Sktadka przypisana Udziat (w %) Wa.rtos'c'
. brutto (w mln zt) minimalna
Rodzaj
Lp. . . z pary

ubezpieczen . )

2010 2017 2010 2017 | (udziahy,;

udziat,,,,)
1 |Motoryzacyjne 12 790 22 463 56,2 59,4 56,2
2 |Majatkowe 4161 6221 18,3 16,5 16,5
3 |Osobowe 1613 2181 7,1 5,8 5,8
4 | Finansowe 1 809 1702 8,0 45 45
5 |OC 1244 1953 55 5,2 5,2
6 |MAT 276 295 12 0,8 0,8
7 |Pozostate 848 2977 3,7 7,9 3,7
8 |Ogotem 22741 37792 100 100 92,7

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].

W obu badanych okresach najwiekszy udziat w wartosci sktadki przypi-
sanej brutto mialy ubezpieczenia motoryzacyjne. Ich udziat w 2010 r. wynosit
56,2%, a w 2017 r. 59,4%. Najmniejszy udzial miaty ubezpieczenia MAT. Ich
udziat w badanych okresach wynosil odpowiednio 1,2% i 0,8%. Sposrod
wyroznionych grup ubezpieczen jedynie w ubezpieczeniach motoryzacyjnych
odnotowano wzrost udziatu sktadki w ogdlnej jej wartosci. Wzrost ten wynosit
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3,2 p.p. Najwiekszy spadek udziatu wystapit w ubezpieczeniach finansowych
i wynosit 3,5 p.p., a najmniejszy w ubezpieczeniach OC i wynosit 0,3 p.p.
Zmiany w strukturze w poréwnywanych okresach sq wynikiem réznego
przyrostu/ubytku wzglednego®. Wzrost wysokosci sktadki wystapil niemal
we wszystkich rodzajach ubezpieczen, z czego najwyzszy w grupie ubezpieczen
motoryzacyjnych oraz OC i wynosit odpowiednio 75,6% oraz 57,0%. Spadek
wartosci sktadki odnotowano jedynie w przypadku ubezpieczen finansowych
i wyniost on 5,9% Zmiany udzialu poszczegdlnych rodzajow ubezpieczen
zachodzily w réznych kierunkach i z ré6znym natezeniem. Chcac uogoélnic
wszystkie zmiany i okresli¢, na ile zmienila si¢ ogdlna struktura wysokosci
sktadki wedtug rodzajow ubezpieczen, mozna postuzyc¢ sie¢ m.in. wskaznikiem
podobienstwa struktur postaci®:

k k
2min(W,; W) 2min(Wy; Wy)
W = 4 — =

Str. & .
4 2max(Wy; Wy) 200~ Smin(W,; W)

(2.2)
gdzie: W,, W,,— wskazniki struktury wariantu cechy.

Obliczajac wskaznik, poréwnujemy parami wskazniki struktury we wszyst-
kich klasach i oddzielnie sumujemy wartosci mniejsze i wigksze w parach:

W _562+165+58+45+52+08+37 92,7

psir. = 59,4+183+7,1+80+55+1,2+79 ~ 1073 ~ 08631

Wskaznik podobienstwa struktur przyjmuje wartosci z przedziatu (0; 1).
Wartos¢ 0 informuje, ze struktury sa zupetnie rézne, a wartos¢ 1, ze sa iden-
tyczne. Przyktadowa interpretacja wartosci wskaznika podobienstwa struktur
moze by¢ nastepujaca:

W, ., <0,6 brak podobienistwa struktur zbiorowosci ze wzgledu na badana ceche,

0,6 <W,,, <0,7 podobieristwo mate,

0,7 <W,,, <0,8 podobienstwo znaczne,

08<W,, <0,9 podobienstwo duze,

09 <W,, <1 podobienstwo bardzo duze, dwie zbiorowosci maja bardzo

podobna strukture ze wzgledu na badana ceche.

Uzyskany wynik 0,8631 wskazuje, ze struktura sktadki ubezpieczeniowej
wedtug rodzaju ubezpieczen w Dziale II w 2017 r. byta bardzo podobna
do struktury z 2010 r. Znaczaco zmienita si¢ wysokos¢ sktadki ogdtem
i w poszczeg6lnych grupach. Dynamika zmian w poszczegolnych grupach

% Miary dynamiki oméwiono w rozdziale 5.
% Inne miary podobienstwa struktur m.in. w: [Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka 2006;
Ostasiewicz 2011].
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byta podobna i to spowodowato, ze zmiany te nie wptynety istotnie na zmiane
struktury. Zmiany w strukturze przedstawia rysunek 2.3 (inne mozliwe do
wykorzystania wykresy powierzchniowe: kolowe, prostokatne, kwadratowe).

Motoryzacyjne
60,0

50,0
Pozostate 40,0 Majatkowe
30,0
20,0
10,0,
0,0

M.A.T. Osobowe

O.C. Finansowe
w2010 =@=2017

Rysunek 2.3. Struktura sktadki przypisanej brutto w Dziale II w 2010 i 2017 r. (w %)

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie tablicy 2.10.

Znacznie wigksze zmiany w strukturze sktadki przypisanej brutto miedzy
porownywanymi okresami obserwowano w Dziale I ubezpieczen. Strukture
te przedstawia tablica 2.11 oraz rysunek 2.4.

Tablica 2.11. Struktura sktadki przypisanej brutto w Dziale I w 2010 i 2017 r. (w %)

Sktadka przypisana brutto (w %)
Rodzaj ubezpieczen

2010 2017
Ubezpieczenia na zycie 30,5 59,7
Ubezpieczenia na zycie zwigzane z UFK 45,9 25,8
Ubezpieczenia wypadkowe 22,4 13,6
Inne ubezpieczenia 1,1 0,9
Ogodtem 100,0 100,0

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017]
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Rysunek 2.4. Struktura sktadki przypisanej brutto w Dziale I w 2010 i 2017 r. (w %)

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie tablicy 2.11.

W 2010 r. najwigkszy udziat w ogdlnej sktadce przypisanej brutto mialy
ubezpieczenia na zycie zwiazane z UFK, ktére stanowity 45,9%, natomiast
w 2017 r. najwiekszy udzial miaty ubezpieczenia na zycie i stanowity 59,7%.
W tej grupie wystapit najwiekszy wzrost udziatu, ktéry wynosit 29,2 p.p.
Najwiekszy spadek zaobserwowano w ubezpieczeniach na zycie z ubez-
pieczeniowym funduszem kapitatowym (UFK) - o 20,1 p.p. Tak znaczna
zmiana struktury rynku ubezpieczen Dziatu I wynikala z wielu czynnikow,
gldwnie kryzysu finansowego, ktorego efekty mozna bylo obserwowac¢ od
roku 2008 oraz nieprawidlowosci przy zawieraniu umow ubezpieczenia na
zycie z funduszem inwestycyjnym (tzw. misseling). Sytuacje te¢ dobrze obrazuje
cytat z pracy ,nieprawidlowosci przy sprzedazy tych polis mszcza si¢ na
ubezpieczycielach. Polisy z UFK nie tylko nie zarobily dla klientow tyle, ile
obiecywali sprzedawcy, ale czesto przynosily spore straty. Byty tez obcigzone
mnostwem optat, z ktdrych klienci nie zdawali sobie sprawy, podobnie jak
zryzyka zwiazanego z inwestycjami. A gdy zorientowali sig, Ze traca i chcieli
sie wycofac z niefortunnych inwestycji, to tracili jeszcze wigcej, gdyz optaty
za wyjscie siegaty nawet 100 proc. wptaconych srodkéw. Wprawdzie przepisy
sie zmienity i lepiej chronig konsumentow, a towarzystwa zawarty z klientami
szereg ugod, ale osoby, ktore dotrwaty do korica umowy, raczej nie pala sie do
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jej przedtuzania. Umowy, jakkolwiek bez pordwnania lepsze od tych sprzed
dziesigciu lat, czesto nadal pozostawiajg wiele do zyczenia. Do tego dochodzi
sytuacja na gieldzie, nie zachecajaca do kupowania produktéw inwestycyjnych”
[Skibinska 2019]. Wartos¢ wskaznika prawdopodobienistwa struktur wynosi
0,548, co swiadczy o znacznych zmianach w strukturze sktadki przypisanej
brutto w Dziale I — struktura sktadki w 2017 r. byta inna niz w 2010 r.

Wskaznik natezenia

Wskaznik natezenia to stosunek liczby jednostek (wielkosci cechy) danej
zbiorowosci (1;) do liczby jednostek (wielkosci cechy) innej zbiorowosci (m,),
ktore pozostaja w logicznym zwigzku:

W, = 7-xC (2.3)

gdzie: C przyjmuje wartosci 1, 100, 1000..... (wartos¢ C zalezy od poziomu
cechy, ulatwia interpretacje wyniku).

Wspotczynnik natezenia jest wielkoscig mianowang — okresla liczbe jed-
nostek pierwszej zbiorowosci przypadajaca na okreslong jednostke drugiej
zbiorowosci. Wyniki najczesciej sa mnozone przez 100. Ze wzgledu na to, ze
jest to relacja dwoch roznych zbiorowosci, uzyskanego wyniku nie nalezy
jednak interpretowa¢, podobnie jak wskaznika struktury, czyli, ze wartos¢
cechy X stanowi okreslony procent wartosci cechy Y. Uzyskane wyniki czesto
przekraczajq warto$¢ 100. Wskazniki natezenia maja szczegdlne znaczenie
w analizach poréwnawczych w czasie i przestrzeni, w sytuacji gdy zestawiane
zmienne charakteryzuja si¢ r6zna dynamika lub kierunkami zmian.

Przyktady miernikéw natezenia sosowanych w ubezpieczeniach:

1) wskaznik poziomu ochrony ubezpieczeniowej (wskaznik gestosci ubez-
pieczen) —jest to iloraz poziomu lgcznej wysokosci wszystkich sktadek
przypisanych brutto i liczby mieszkancéw. Informacja, ze skladka
przypisana brutto per capita (w zt) w Dziale I w 2017 r. wynosita 639,
oznacza, ze w przeliczeniu na jednego mieszkanca Polski wysokos¢
sktadki w tym roku wynosita 639 zi;

2) stopa rezerw technicznych - to iloraz wartosci rezerw techniczno-
-ubezpieczeniowych na udziale wlasnym i wartosci sktadki przypisanej
na udziale wlasnym. Stopa rezerw technicznych zakltadow ubezpie-
czen ogotem w 2018 r. wynosita 242,12, co oznacza, ze na kazde 100 zt



54 2. Statystyczne miary opisu rozktadéw cech ubezpieczeniowych

sktadki przypisanej na udziale wlasnym przypada okoto 242 zt rezerw
techniczno-ubezpieczeniowych na udziale wlasnym;

3) wspolczynnik szkodowosci na udziale wiasnym to iloraz wysokosci
wypltaconych odszkodowan i $wiadczen oraz wysokosci sktadki zaro-
bionej na udziale wtasnym. Wspotczynnik szkodowosci na udziale
wlasnym ubezpieczen ogdtem w 2018 r. wynosit 76,82, co oznacza, ze
na kazde 100 zt sktadki zarobionej na udziale wtasnym przypada okoto
77 zt wyptaconych odszkodowan i $wiadczen.

Przyklad 2.6

Informacje o liczbie wypadkéw drogowych z udzialem pojazdéw wedtug
wieku kierujacego pojazdem, liczbe ludnosci Polski w poszczegolnych grupach
wiekowych oraz wskaznik liczby wypadkéw w przeliczeniu na 10 000 osob
przedstawia tablica 2.12.

Tablica 2.12. Liczba wypadkéw wedtug wieku sprawcy wypadku — kierujacego pojaz-
dem oraz wskaznik liczby wypadkéw na 10 000 oséb w Polsce w 2018 r.

Grupy Liczba Liczba Liczba wypadkéw
wiekowe wypadkow ludnosci* na 10 000 oséb
0-6 14 2 680 493 0,05
7-14 300 3164 652 0,9
15-17 272 1083 278 2,51
18-24 5550 2922156 18,99
25-39 9230 8903 584 10,37
40-59 7328 10 266 316 7,14
60 lat i wiecej 4428 9 392 660 4,71
brak danych 1237 X X
* stan na 30.06.2018

Zrédto: Obliczenia wiasne na podstawie: [Wypadki drogowe w Polsce... 2019].

Z przedstawionych danych wynika, Ze najwiecej byto wypadkow, ktorych
sprawcy byli w wieku 25-39 lat oraz 40-59 lat. Jednakze przedzialy w przed-
stawionym szeregu nie maja jednakowej rozpietosci i wysokie liczebnosci
moga by¢ spowodowane wigekszg rozpietoscia przedziatow. Najwieksza
liczebnos¢ nie jest jednoznaczna z najwiekszym natezeniem wypadkowosci.
Jezeli uwzglednimy liczbe oséb w poszczegolnych grupach wiekowych
i przeliczymy liczbe sprawcow wypadkéw na 10 000 oséb w danej grupie
wiekowej (obliczymy wskazniki natezenia), to okazuje si¢, ze najwieksze
natezenie wypadkowosci dotyczy osob w wieku 18-24 lata. W tej grupie
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wiekowej na kazde 10 000 osob przypadalo okoto 19 wypadkow, ktorych
sprawcami byly osoby w tym wieku. Grupa wiekowa 25-39 lat, ktora byla
najliczniejsza pod wzgledem liczby wypadkow, jest druga pod wzgledem
natezenia wypadkowosci.

Po lekturze rozdzialu Czytelnik powinien:
¢ umiec¢ dobra¢, obliczy¢i zinterpretowac parametry klasyczne i pozycyjne
opisujace rozklad badanej cechy,
¢ poréwnywac rozklady ze wzgledu na poziom badanej cechy,
* umiec obliczad i interpretowac wskazniki struktury i natezenia,
* ocenia¢ podobienstwo struktur.

Pytania sprawdzajace

1. Wymien warunki stosowania $redniej arytmetycznej. Kiedy moze,
a kiedy musi by¢ zastapiona inng miara potozenia?

2. Wymien i scharakteryzuj wiasnosci rozktadow empirycznych. Czy
zawsze nalezy opisac¢ wszystkie wtasnosci?

3. Rozklad wieku ofiar wypadkéw drogowych przedstawia tablica 2.13.
Stosujac odpowiednie miary opisu struktury, odpowiedz na pytania
zamieszczone ponizej.

Tablica 2.13. Ofiary wypadkdéw drogowych wedtug wieku i skutkow wypadku

w 2018 r.
Wiek w latach Zabici Ranni

0-6 16 861

7-14 41 2097

15-17 64 1524

18-24 374 5728

25-39 675 10446

40-59 741 9306

60 i wigcej 949 7341

Zrédto: [Wypadki drogowe w Polsce... 2019].

3.1. Ktory z badanych rozktadéw wykazuje tendencje centralng?

3.2. Ktora grupa ofiar wypadkéw drogowych (zabici czy ranni) jest
bardziej zréznicowana pod wzgledem wieku?

3.3. Czy w obu przypadkach wsrdd ofiar przewazaja osoby starsze?

3.4. Ktore parametry opisu struktury nalezy zastosowac i dlaczego?
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4. Wykorzystujac dane zawarte w tablicy 2.14, pordwnaj rozktady kosztoéw
administracyjnych ponoszonych przez ubezpieczycieli w latach 2016
i 2017. Dobdr miar uzasadnij. Nastepnie odpowiedz na zamieszczone
ponizej pytania.

Tablica 2.14. Wysokos$¢ kosztéw administracyjnych zaktadéw ubezpieczen
w2016 1.12017 r. w tys. zt

Koszty administracyjne

Lp. Nazwa ubezpieczyciela

2016 2017

1 |REJENT LIFE TUW 936 1035
2 |INTER - ZYCIE SA 1623 1803
3 |MACIF ZYCIE TUW 4999 4904
4 |SIGNAL IDUNA ZYCIE SA 6 309 6502
5 |POCZTOWE ZYCIE SA 7191 6763
6 |UNIQA ZYCIE SA 9613 8990
7 |CONCORDIA CAPITAL SA 8743 9776
8 |SALTUS ZYCIE SA 14 346 12921
9 |BZWBK-AVIVA TUnZ SA 15 557 16 186
10 | CARDIF POLSKA SA 17 510 19943
11 |PKO ZYCIE SA 27333 23 909
12 | ERGO HESTIA STUnZ SA 24 756 25771
13 |OPEN LEFE SA 23175 28 023
14 |POLISA - ZYCIE SA 29 924 31271
15 | WARTA TUnZ SA 31185 31404
16 | ALLIANZ ZYCIE POLSKA SA 31308 31914
17 | EUROPA ZYCIE SA 29 350 40 234
18 | VIENNA LIFE SA 60 002 41 546
19 | COMPENSA ZYCIE SA 45972 45976
20 |PRAMERICA ZYCIE SA 56 970 55 574
21 |GENERALI ZYCIE SA 63 481 58 420
22 | AEGON SA 62 155 62 125
23 | AXA ZYCIE SA 86 560 82 359
24 |NATIONALE NEDERLANDEN SA 134 836 90 317
25 | AVIVA ZYCIE SA 99 285 120 905
26 |METLIFE TUnZ SA 164 392 141 241
27 |PZU ZYCIE SA 653 169 653 438
Ogodtem 1710 682 1653 252

Zrédto: [Rocznik rynku ubezpieczen... 2017].
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5.
6.

7.

4.1. Czy w porownywanych okresach przecietny poziom ponoszonych
kosztow administracyjnych ulegt zmianie?

4.2. Jakie koszty administracyjne w badanych latach ponosito 20%
zakladow o najnizszych nominalnych wydatkach na administracje?

4.3. Czy wsrod ubezpieczycieli w badanych latach dominowaty zaklady
ponoszace wyzsze niz przecigtne koszty administracyjne czy tez te,
ktorych koszty byty nizsze od $rednich?

Jak nazywamy miare ukazujaca relacje czesci zbiorowosci do jej catosci?

Jak nazywamy miare bedaca relacjq wartosci dwoch réznych logicznie

ze sobg powigzanych zbiorowosci?

Wyptacone odszkodowania i $wiadczenia w Dziale II w latach 2016

12017, przez najwiekszych ubezpieczycieli przedstawia tablica 2.15. Na

podstawie informacji w niej zawartych odpowiedz na ponizsze pytania.

7.1. Ile wynosza wskazniki struktury?

7.2. Jaka jest wartos¢ wskaznika podobienstwa struktur?

Tablica 2.15. Wysoko$¢ odszkodowan i $wiadczen wyplaconych brutto (min z1)
przez zaklady ubezpieczen Dziatu II w 2016 1 2017 1.

Wysokos¢ odszkodowan i $wiadczen

Ubezpieczyciel wypltaconych brutto (mln z1)

2016 2017
PZU SA 6 393 045 6942 310
WARTA SA 2488 850 2703 236
ERGO HESTIA SA 2401 099 2463 602
ALLIANZ POLSKA SA 1 063 048 1 057 820
COMPENSA SA 859 804 888 386
AXA UBEZPIECZENIA SA 520 842 846 779
GENERALI SA 825 200 763 141
UNIQA SA 706 930 691 634
INTERRISK SA 581 632 551 937
Pozostate 2 549 964 2576 531
Ogodtem 18 390 414 19 485 376

Zrédto: [Raport roczny PIU 2017].
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8. Strukture ubezpieczen w Dziale I (w %) w latach 2005, 2010, 2017 przed-
stawia tablica 2.16. Ile wynosza wskazniki struktury ubezpieczen w
przedstawionych okresach? Miedzy ktorymi latami zmiany w strukturze
byly najwigksze?

Tablica 2.16. Struktura ubezpieczenn w Dziale I (w %) w latach 2005, 2010, 2017

Ubezpieczenie 2005 2010 2017
Grupal 45,0 59,7 30,5
Grupa Il 1,0 0,4 0,5
Grupa III 36,6 25,8 45,9
Grupa IV 0,2 0,3 0,6
Grupa V 16,4 13,6 22,4
Reasekuracja czynna 0,8 0,2 0,1
Ogdtem 100,0 100,0 100,0

Zrédto: [Raport roczny PIU 2017].



Rozdziat 3
Koncentracja rynkowa

Ewa Wycinka

Hasta: koncentracja rynkowa, krzywa koncentracji, wskaznik Herfindahla-Hirschmana

3.1. Istota koncentracji rynkowej

Cecha wspolczesnych rynkow jest wystepowanie na nich procesow kon-
centracji, mogacych prowadzi¢ do ograniczenia konkurencji i efektywnosci
funkcjonowania rynku oraz do powstania oligopolu*, a nawet monopolu
[Czerwonka, Pankau 2005; Matczak 2016]. Zjawisko to jest zwykle oceniane
negatywnie, gdyz generuje straty spoteczne w postaci nieuzasadnionego
podnoszenia cen przez przedsiebiorstwo dominujace®, ograniczenia produkgji
i niewykorzystywania w pelni zdolnosci produkcyjnych. Brak konkurengji
to rowniez brak presji na obnizanie kosztow i wprowadzanie innowagji.
Z dominacja przedsiebiorstw mamy zwykle do czynienia na tych rynkach,
na ktorych sa bariery wejscia [Czerwonka, Pankau 2005]. Sytuacja taka ma
miejsce na rynku ubezpieczen, gdzie uzyskanie zezwolenia na wykonywanie
dziatalno$ci ubezpieczeniowej wymaga spetnienia przez nowo powstajace
zaklady ubezpieczen wielu wymogoéw prawnych i kapitalowych.
Koncentracja nie jest jednak jednoznacznie negatywnym zjawiskiem.
Moze by¢ ona rozpatrywana z punktu widzenia korzysci, jakie generuje.
Koncentracja rynku nastepujaca w wyniku fuzji i przeje¢ przedsiebiorstw
prowadzi do tego, ze polaczone przedsigbiorstwa moga wykorzystac efekt

% Monopol to rynek, na ktérym przedsiebiorstwo lub grupa powiazanych przedsiebiorstw
jest jedynym producentem lub dostawca ustug, a dla innych przedsiebiorstw istnieja
bariery wejécia na rynek. Natomiast oligopol to rynek, na ktérym kilka przedsigbiorstw
pokrywa wiekszos¢ popytu. Dominujaca pozycja pozwala im na decydowanie o wielkosci
podazy i daje mozliwos¢ zawierania porozumien odnosnie cen.

% Wedtug przepisow prawa za przedsiebiorstwo dominujace uwaza sie takie, ktdre posiada
40-50% udzialéw w rynku wlasciwym.
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skali oraz obnizy¢ koszty transakcyjne [Czerwonka, Pankau 2005]. Ze wzgledu
na znaczenie dla gospodarek procesy koncentracji musza by¢ na biezaco
analizowane i w szczegodlnych sytuacjach, gdy spoteczne koszty koncentracji
przewyzszaja ewentualne korzysci, odpowiednie instytucje podejmuja srodki
zapobiegajace zwiekszeniu koncentracji rynku. W przypadku gdy koncentracja
dotyczy rynku wlasciwego® w obrebie jednego panstwa, dziatania sa podej-
mowane przez odpowiednie instytucje panstwowe. W Polsce funkcje urzedu
antymonopolowego spetnia Urzad Ochrony Konkurencji i Konsumentéw
(UOKIK). Przedsiebiorcy, ktorzy zamierzaja dokonac koncentracji, w okres-
lonych sytuacjach® maja obowiazek zglosi¢ ten zamiar Prezesowi UOKIK
i powstrzymac sie od jej dokonania do czasu uzyskania zgody lub uptywu
terminu na rozpatrzenie sprawy®*. Organ antymonopolowy sprawdza, czy
w wyniku koncentracji przedsiebiorstw nie osiagna one pozycji dominujacej®.
Wielko$¢ i zmiany poziomu koncentracji na poszczegdlnych rynkach sa tez
przedmiotem zainteresowan i analiz innych instytucji. W Polsce analizy
poziomu koncentracji rynku ubezpieczen prowadzi m.in. Komisja Nadzoru
Finansowego sprawujaca nadzor nad tym rynkiem. Ocena poziomu kon-
centragji i jego zmian wymaga odpowiednich miernikow, do ktérych naleza
wskazniki koncentracji.

% Koncentracja (rynkowa) wyraza stopien dominacji jednego przedsigbiorstwa na rynku
wiasciwym. Rynki wlasciwe obejmuja najczesciej obszar jednego panstwa lub tylko jego
czes¢. W takiej sytuacji proces koncentragji jest badany w obrebie gospodarek narodo-
wych. Ze wzgledu na postepujace procesy globalizacji, a dodatkowo we Wspdlnocie
Europejskiej z powodu wprowadzenia jednolitego rynku, na ktéorym zapewnione sa
swobody przeptywu towardw, kapitatu i ustug, niektére geograficzne rynki wtasciwe
przestaja by¢ ograniczone granicami poszczegdlnych panstw. Mowa jest wowczas
o koncentracji w wymiarze wspdlnotowym.
Przedsiebiorcy, ktérych taczny swiatowy obrét przekroczyt, w roku poprzedzajacym
rok zgtoszenia, rownowartos¢ 1 mld euro lub ktérych taczny obrét na terytorium Polski
przekroczyt réwnowartos¢ 50 mln euro.
Art. 97 ust. 1 ustawy z dnia 16 lutego 2007 r. o ochronie konkurengji i konsumentow (t.].
Dz.U. z 2019 1., poz. 369).
¥ Komisja Europejska kontroluje koncentracje i przejecia o wymiarze wspdlnotowym,
czyli takim, gdy faczne obroty w skali $wiatowej wszystkich uczestnikéw koncentracji
wynosza ponad 5 mld euro oraz taczne obroty w skali UE kazdego z przynajmniej dwéch
uczestnikow wynosza ponad 250 mln euro [Wyjasnienia w sprawie ... 2015].
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3.2. Wybrane wskazniki koncentracji

Dla potrzeb badania koncentracji rynkéw wilasciwych, w tym rynku ubez-
pieczen, najczesciej stosuje sie¢ wskaznik dyskretny (wskaznik koncentracji k
firm), wskaznik Herfindahla-Hirschmana oraz — rzadziej — wskazniki Pearsona
i Giniego.

Na poziom koncentracji wptywaja dwie wielkosci: liczba przedsiebiorstw na
rynku i wielko$¢ ich udziatéw w tym rynku [Matczak 2016; Kwiatkowska 2014].
Wielkos$¢ udziatldéw moze by¢ mierzona wielko$cia obrotow przedsiebiorstw,
wielkoscig kapitatu czy wielkoscig marzy. W przypadku rynku ubezpieczen
wielkos¢ udziatéw w rynku mierzy sie wartoscia sktadki przypisanej brutto
zakladow ubezpieczen®.

Wskaznik koncentracji k firm (wskaznik dyskretny) jest rowny sumie
udzialéw w rynku k najwigkszych przedsigbiorstw. Najczesciej wyznacza si¢
ten wskaznik dla jednego (k = 1), dwoch (k = 2), trzech (k = 3), czterech (k = 4),
pieciu (k = 5) lub dziesigciu przedsiebiorstw (k = 10). Wskaznik ten mozna
przedstawic¢ za pomoca wzoru:

CR = Yhp 4.1)

przy czym i =1,..., k s rangami dla k pierwszych zaktadéw ubezpieczen
uporzadkowanych malejaco wedtug wielkosci sktadki. Zaktadom ubezpieczen
nadaje si¢ numery — rangi (k) od 1 do n — okreslajace ich pozycje w szeregu.
Udziaty zakltadéw ubezpieczen w rynku (p,) wyznacza sie, dzielac wysokos¢
ich sktadki przypisanej brutto przez sume sktadek brutto wszystkich zaktadow
ubezpieczenn na rynku w danym okresie, np. roku, i mnozy razy sto, aby
uzyska¢ wynik w procentach. Przyjmujac, ze na rynku dziala n zakladow
ubezpieczen, udzial w rynku i-tego zaktadu (i=1, 2,..., n) mozna zapisac za
pomoca wzoru jako:

p, = §5 % 100% (4.2)

gdzie w, jest wartoscig sktadki przypisanej brutto i-tego zaktadu ubezpieczen.

Wskaznik CR, przyjmuje wartosci od (% x100%) do 100%. Im wyzsza jego
wartos¢, tym wiekszy udzial w rynku ma k najwigkszych zakladéw ubez-
pieczen i wigksza jest koncentracja. Wskaznik ten jest szczegdlnie przydatny

40 Art. 5 ust. 3 lit. b rozporzadzenia Rady (WE) nr 139/2004 z dnia 20 stycznia 2004 r.
w sprawie kontroli koncentracji przedsigbiorstw (Dz. Urz. UE L 24 z 29.01.2004).
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w sytuacji, gdy na rynku jest niewiele przedsigbiorstw podobnej wielkosci.
Wartos¢ wskaznika CR, przekraczajaca 90% oznacza rynek zmonopolizowany.
Taka sytuacja miata miejsce na polskim rynku ubezpieczen na zycie (Dziat I)
do roku 1994, gdy mimo urynkowienia systemu ubezpieczeniowego faktycz-
nym monopolista byt zaktad PZU Zycie SA. Wskaznik CR, wynoszacy co
najmniej 40% wskazuje, Ze na rynku wystepuje oligopol [Kwiatkowska 2014].
W Unii Europejskiej dla rynku ubezpieczen przyjmuje sie, ze jezeli jeden
zaktad ubezpieczen posiada ponad 20% rynku, to posiada pozycje dominujaca
[Handschke 2009].

Przeanalizujmy stopienn koncentracji polskiego rynku ubezpieczen.
Ze wzgledu na to, ze zaklady ubezpieczen moga prowadzi¢ dziatalnos¢
ubezpieczeniowyq tylko w jednym dziale ubezpieczen, koncentracje nalezy
bada¢ osobno dla Dziatu I'i Dziatu II. W tablicy 3.1 przedstawiono wysoko$¢
sktadki przypisanej brutto zaktadow ubezpieczen Dziatu II w 2018 r. Zaktady
zostaty uporzadkowane i porangowane od najwigkszego (o najwyzszej
sktadce) do najmniejszego. W czwartej kolumnie zostaty obliczone udziaty
w rynku tych zakladéw. Na tej podstawie mozna odczyta¢ wartosci wybranych
wskaznikow dyskretnych. Najwiekszy zaktad ubezpieczert ma 32,1% udziat
w rynku (CR, =32,1%), co oznacza, ze zgodnie z przedstawionymi zasadami
mozna go uznac za przedsiebiorstwo dominujace. Wskaznik CR, = 66,2%
(32,1+15,1+13,8 +5,2) pokazuje, ze na rynku wystepuje oligopol.

Tablica 3.1. Obliczenia pomocnicze do oceny koncentracji na rynku ubezpieczen
w Polsce w Dziale Il w 2018 1.

Skiadka Udziat | ozal
. . | skfadki |Skumulowane
Zaktad ubezpieczen przypisana Ranga skladki w rynku udziaty
brutto w rynku o
wtys. 71 %) do w rynku (%)
kwadratu
PZU SA 13 002 864 1 32,1 1032,57 32,1
ERGO HESTIA SA 6091 976 2 15,1 226,65 47,2
WARTA S.A. 5579 612 3 13,8 190,13 61
ALLIANZ POLSKA S.A. 2094 015 4 5,2 26,78 66,2
AXA UBEZPIECZENIA 1935133 5 4,8 22,87 70,9
TUIR S.A.
COMPENSA TU S.A. 1583701 6 3,9 15,32 74,8
GENERALIT.U. S.A. 1453 767 7 3,6 12,91 784
UNIQA TU S.A. 1200 676 8 3,0 8,80 81,4
INTERRISK TU S.A. 1050 520 9 2,6 6,74 84
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Sktadka Udziat | D972t
. . | sktadki |Skumulowane
Zaktad ubezpieczen przypisana Ranga skladki w rynku udziaty
brutto w rynku o
wtys. 71 %) do w rynku (%)
kwadratu
LINK4 TU S.A. 1025707 10 2,5 6,43 86,5
GOTHAER TU S.A. 743 411 11 18 3,38 88,4
TUW TUW 635 648 12 1,6 2,47 89,9
PKO TU S.A. 586 932 13 1,5 2,10 91,4
TUW POLSKI ZAKLAD 550 840 14 14 1,85 92,8
UBEZPIECZEN
WZAJEMNYCH
AVIVA TU O S.A. 442 540 15 1,1 1,20 93,9
CONCORDIA POLSKA 401 619 16 1,0 0,99 94,8
TUW
TU EUROPA S.A. 296 100 17 0,7 0,54 95,6
TU EULER HERMES S.A. 286 246 18 0,7 0,50 96,3
PTR S.A. 248 302 19 0,6 0,38 96,9
TUZ TUW 200 813 20 0,5 0,25 97,4
T.U.W. POCZTOWE 184 528 21 0,5 0,21 97,8
SALTUS TUW 168 674 22 0,4 0,17 98,3
TU INTER POLSKA S.A. 128 281 23 0,3 0,10 98,6
SANTANDER AVIVA TU 119 970 24 0,3 0,09 98,9
S.A.
POLSKI GAZ TUW 98 816 25 0,2 0,06 99,1
ZDROWIE S.A. 79 055 26 0,2 0,04 99,3
KUKE S.A. 77 021 27 0,2 0,04 99,5
TUW - CUPRUM 55126 28 0,1 0,02 99,6
SIGNAL IDUNA POLSKA 48 307 29 0,1 0,01 99,8
TUS.A.
NATIONALE - 46 932 30 0,1 0,01 99,9
NEDERLANDEN TU S.A.
CREDIT AGRICOLE TU 21742 31 0,1 0,00 99,9
S.A.
D.AS.S.A. 19 662 32 0,0 0,00 100
TUW MEDICUM 5886 33 0,0 0,00 100
PARTNER S.A. 576 34 0,0 0,00 100
Razem 40 464 997 X 100,0 1563,59 X

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Biuletyn Kwartalny... 2019, Cze¢ A, tablica A14].
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Kolejng miara, ktora jest wspotczesnie wykorzystywana do badania
koncentracji rynkowej, jest wskaznik Herfindahla-Hirschmana, nazywany
réowniez indeksem Herfindahla-Hirschmana (HHI). Jest to podstawowa miara
wykorzystywana przez organy antymonopolowe na $wiecie. Wskaznik ten
jest wyznaczany jako suma podniesionych do kwadratu udzialéw w rynku
wszystkich przedsigbiorstw. Jesli na rynku funkcjonuje n zaktadow ubezpie-
czen, to wskaznik ten mozna wyrazi¢ wzorem:

HHI = 2 (43)
=1

Wskaznik ten przyjmuje wartosci z przedziatu od 10000 /7 do 10 000.
Wedlug wytycznych Komisji Europejskiej rynki nieskoncentrowane to takie,
dla ktorych wskaznik HHI wynosi ponizej 1000, umiarkowanie skoncen-
trowane ze wskaznikiem miedzy 1000 a 2000 oraz wysoce skoncentrowane
ze wskaznikiem powyzej 2000 [Wytyczne... 2004]*'. W tablicy 3.1, w kolum-
nie 5, obliczono kwadraty udziatéw w rynku zaktadow ubezpieczen Dziatu II.
Suma tej kolumny réwna 1563,39 jest jednoczesnie rowna wartosci wskaznika
HHI. Zgodnie z regulacjami UE mozna uzna¢, ze rynek ubezpieczen w Polsce
w Dziale II jest umiarkowanie skoncentrowany.

Przy zamiarze potaczenia przedsigbiorstw, czyli przy zamiarze dokonania
przez nie koncentracji, znaczenie ma nie tylko aktualny poziom wskaznika
HHI dla rynku, ale rowniez jego zmiana po dokonaniu potaczenia przez
dane przedsigbiorstwa. Przyjmuje si¢ przy tym zalozenie, ze po polaczeniu
przedsigbiorstw udzial w rynku tak powstatego przedsigbiorstwa bedzie
rowny sumie udzialéw przedsiebiorstw taczacych sie. Przyrost wskaznika
koncentragji, czyli tak zwana delta HHI (AHHI), w przypadku dwoch tacza-
cych sie przedsigbiorstw jest rowna podwojonemu iloczynowi ich udziatéw
w rynku, co mozna zapisa¢ za pomocg wzoru jako:

AHHI = 2 xp, xp, (4.4)

gdzie p, oraz p, oznaczaja udziaty w rynku pierwszego i drugiego przedsie-
biorstwa, ktére maja zamiar si¢ potaczy¢. Przyrost wskaznika koncentracji
nie zalezy wigc od poziomu wskaznika HHI przed potaczeniem, a jedynie od
udzialéw taczacych sie przedsigbiorstw. Wedtug wytycznych UE zagrozenie

4 Natomiast w USA do wyznaczania poziomoéw koncentracji przyjmuje si¢ nastepujace
przedzialy wskaznika: wskaznik ponizej 1500 wystepuje na rynku nieskoncentrowanym,
wartosci z przedziatu 1500-2500 opisuja rynek umiarkowanie skoncentrowany, a wartosci
powyzej 2500 rynek wysoce skoncentrowany [Horizontal Mergers... 2010].
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konkurencyjnosci na rynku ma miejsce woweczas, gdy po potaczeniu wskaznik
koncentracji HHI wynosi od 1000 do 2000, zas$ delta wynosi co najmniej 250,
lub w przypadku kiedy wskaznik HHI po polaczeniu wynosi powyzej 2000,
a delta powyzej 150 [Wytyczne... 2004]*%. Badanie poziomdéw i przyrostow
wskaznika HHI jest zwykle pierwszym etapem dziatari organéw monopolo-
wych, ktéry pozwala wykry¢ problem z konkurencyjnoscig na rynku i pomaga
w podjeciu decyzji, czy konieczne jest podjecie dalszych czynno$ci przez
organy antymonopolowe.

Jako przyklad przeanalizujmy czysto hipotetyczna sytuacje, jak zmienitby
si¢ wskaznik HHI, gdyby na wspoétczesnym polskim rynku ubezpieczen
Taczyly sie dwa najwieksze zakltady, a jak ta zmiana wygladataby w przypadku
potaczenia najwiekszego z najmniejszym zaktadem (por. dane z tablicy 3.1)%.
Gdyby doszto do potaczenia dwdch najwiekszych zaktadow, wskaznik HHI
wzrdstby 0 969,42 punktéow (32,1% x 15,1% x 2), czyli osiagnatby poziom
2533,01 punktow. Wzrost wskaznika o ponad 250 punktéw bylby przestanka
do podjecia kontroli, a dodatkowo wartos¢ HHI po potaczeniu przedsiebiorstw
przekroczytaby 2000 punktow. Natomiast gdyby najwiekszy zaktad taczyt sie
znajmniejszym, to delta HHI wyniostaby 0,06 punktéw (32,1% x 0,001% x 2)*,
a wskaznik HHI osiagnatby poziom 1563,65. Zmiana wskaznika, ani jego
poziom po polaczeniu, nie sg wigc w tym przypadku przestankami do pod-
jecia dziatant w zakresie ochrony konkurencji. Na wskaznik HHI najwigkszy
wplyw maja przedsigbiorstwa o najwiekszym udziale w rynku, natomiast
wplyw matych przedsigbiorstw jest marginalny. Dlatego tez wskaznik HHI
nie wykazuje zmian, gdy do rynku dotaczaja male przedsiebiorstwa (np. nowo
powstajace) lub go opuszczaja.

2 Natomiast w USA zmiany wskaznika HHI mniejsze niz 100 uwazane sg za niezagraza-
jace konkurencyjnosci na rynku, zmiany wskaznika powyzej 100 punktéw na rynkach
umiarkowanie lub silnie skoncentrowanych (HHI > 1500) budza powazne obawy doty-
czace konkurencji i czgsto wymagajg kontroli. Dodatkowo domniemywa sig, ze wzrost
wskaznika o ponad 200 punktéw na rynkach silnie skoncentrowanych (HHI > 2500)
zwigksza site rynkowa polaczonych przedsigbiorstw. Domniemanie to mozna obali¢
przekonujacymi dowodami wskazujacymi, Ze polaczenie prawdopodobnie nie wzmocni
sity rynkowej [Horizontal Mergers..., 2010].

# Nalezy jednak pamietac, ze jest to przyktad Scisle teoretyczny i nie ma zadnego zwiazku

z sytuacja rynkowa.

W tablicy 3.1 przedstawiono udziat w rynku z doktadnoscig do promila. W wyniku

zaokraglen udziat w rynku najmniejszych zaktadéw zostat przedstawiony jako 0,0%.

Sa to jednak wielkosci wieksze od zera. W celu pokazania przeprowadzonych obliczen

zwigkszono doktadnos¢ zapisu do czesci tysiecznych procentu.

44
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3.3. Krzywe koncentracji

Graficznymi metodami oceny koncentracji rynkowej sa krzywe koncentracji.
Pokazuja one stopien odchylenia rozkltadu udziatéw w rynku wszystkich
przedsiebiorstw od rozktadu rownomiernego. Rozklad réwnomierny to taki,
w ktéorym udziat w rynku kazdego przedsiebiorstwa jest taki sam, czyli
jezeli na rynku dziala n przedsigbiorstw, to kazde z nich ma udziat wyno-
szacy % x 100%. Krzywe moga by¢ wyznaczone na jeden z dwoch sposobdw.
Pierwszy sposdb wymaga uporzadkowania przedsiebiorstw malejaco wedtug
udzialu w rynku i ich porangowania od 1 do n. Dla tak uporzadkowanych
przedsigbiorstw wyznacza si¢ narastajaco (tj. dla pierwszego przedsigbiorstwa,
pierwszych dwoch, pierwszych trzech itd.) ich skumulowany udzial w rynku
(por. kolumna 6 w tablicy 3.2). W prostokatnym uktadzie wspoétrzednych
wyznacza si¢ punkty o wspotrzednych wyznaczonych przez pozycje kolejnych
przedsiebiorstw (na osi odcietych) oraz skumulowane udziaty w rynku na
osi rzednych.

Krzywa koncentragji dla rynku ubezpieczen w Dziale II w 2018 r. zostata
przedstawiona na rysunku 3.1 (linia ciagta). W przypadku réwnomiernego
rozkladu udziatow punkty ukladatyby sie¢ wzdtuz prostej oznaczonej liniq
przerywana. W Dziale II rynku ubezpieczenn w 2018 r. dziataty 34 zaklady
ubezpieczen, stad na osi odcietych znalazly sie rangi od 1 (dla najwiek-
szego zaktadu ubezpieczen) do 34 dla najmniejszego zaktadu (kolumna 3
w tablicy 3.1). Na osi rzednych zaznaczone sq skumulowane udziaty w rynku
(kolumna 6 w tablicy 3.1). Im wigksze odchylenie krzywej koncentracji od linii
rownomiernego podzialu, tym wigkszy stopien koncentracji rynku. Krzywa
dla rynku ubezpieczen mocno odchyla sie od linii rOwnomiernego podziatu,
wskazujac na znaczng koncentracje rynku.

Drugi sposéb wyznaczania krzywej koncentracji wymaga uporzadkowa-
nia przedsiebiorstw rosnaco wedlug udzialu w rynku i ich porangowania
(kolumna 3 w tablicy 3.2). Skumulowany odsetek liczby przedsiebiorstw
obliczany jest jako wyrazony procentowo iloraz rangi przedsigebiorstwa
i maksymalnej rangi (k/n x 100) (kolumna 4 w tablicy 3.2). Skumulowany
udzial w rynku obliczany jest narastajaco jako suma udziatow w rynku upo-
rzadkowanych rosnaco przedsigbiorstw (kolumna 5 w tablicy 3.2). Krzywa
koncentracji wyznacza si¢ dla skumulowanych odsetkéw przedsiebiorstw
(0$ pozioma) i skumulowanych udzialéw w rynku (o$ pionowa). Tak skonstru-
owana krzywa jest nazywana krzywa Lorenza. Na rysunku 3.2 przedstawiono
krzywga Lorenza dla Dziatu II rynku ubezpieczent w 2018 r.
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Rysunek 3.1. Krzywa koncentracji rynku ubezpieczen (Dziatl II) w Polsce w 2018 r.

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie danych z tablicy 3.1.

Tablica 3.2. Obliczenia pomocnicze do wyznaczania krzywych koncentracji na rynku
ubezpieczen w Polsce w Dziale II w 2018 r.

Udziat Ranga Skumulowany | Skumulowane
Zaktad ubezpieczen w rynku . odsetek udziaty
(%) (pozycja) zaktadow (%) | w rynku (%)

PARTNER S.A. 0,0 1 2,9 0,0
TUW MEDICUM 0,0 2 59 0,0
D.AS.S.A. 0,0 3 8,8 0,1
CREDITAGRICOLE TU S.A. 0,1 4 11,8 0,1
NATIONALE - 0,1 5 14,7 0,2
NEDERLANDENTUS.A.

SIGNALIDUNAPOLSKATUS.A. 0,1 6 17,6 04
TUW -CUPRUM 0,1 7 20,6 0,5
KUKES.A. 0,2 8 23,5 0,7
ZDROWIE S.A. 0,2 9 26,5 09
POLSKIGAZTUW 0,2 10 29,4 1,1
SANTANDER AVIVA TU S.A. 0,3 11 32,4 14
TU INTERPOLSKA S.A. 0,3 12 353 1,7
SALTUS TUW 0,4 13 38,2 2,2
T.U.W. POCZTOWE 0,5 14 41,2 2,6
TUZ TUW 0,5 15 441 31
PTR S.A. 0,6 16 47,1 37
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Tablica 3.2. cd.

Udziat Ranga Skumulowany | Skumulowane
Zaktad ubezpieczen w rynku . odsetek udzialy
@) | POV idadow (%) | w rynku (%)

TU EULERHERMES S.A. 0,7 17 50,0 4,4
TU EUROPA S.A. 0,7 18 52,9 52
CONCORDIA POLSKA TUW 1,0 19 55,9 6,1
AVIVA TUO S.A. 1,1 20 58,8 7,2
TUW POLSKI ZAKEAD 1,4 21 61,8 8,6
UBEZPIECZEN WZAJEMNYCH

PKO TU S.A. 1,5 22 64,7 10,1
TUW TUW 1,6 23 67,6 11,6
GOTHAER TU S.A. 1,8 24 70,6 13,5
LINK4 TU S.A. 2,5 25 73,5 16,0
INTERRISK TU S.A. 2,6 26 76,5 18,6
UNIQA TU S.A. 3,0 27 79,4 21,6
GENERALIT.U. S.A. 3,6 28 82,4 25,2
COMPENSA TU S.A. 39 29 85,3 29,1
AXA UBEZPIECZENIA TUIR S.A. 48 30 88,2 33,8
ALLIANZ POLSKA S.A. 52 31 91,2 39,0
WARTA S.A. 13,8 32 94,1 52,8
ERGOHESTIA SA 15,1 33 97,1 67,9
PZU SA 32,1 34 100,0 100,0
Razem 100,0 X X X

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie [Biuletyn Kwartalny 2019, Czeéé A, tablica A14].

Nalezy zauwazy¢, ze krzywa koncentracji wyznaczana jest zawsze powy-
zej linii rGwnomiernego podziatu (por. rys. 3.1), natomiast krzywa Lorenza
ponizej linii rtwnomiernego podzialu (rys. 3.2). Na obu krzywych relacja pol
powierzchni figury miedzy krzywa a linia rOwnomiernego podziatu do pola
trojkata wyznaczonego miedzy linig rownomiernego podziatu i osig odcigtych
jest taka sama. Relacja ta jest podstawa wyznaczania wielu wspdtczynnikow
koncentragji, z czego najpopularniejsze to wspotczynnik Giniego i wspotczyn-
nik koncentracji Pearsona. Oba wspolczynniki przyjmuja wartosciod 0 do 1,
gdzie 0 oznacza zupelny brak koncentracji (krzywa koncentracji pokrywa sie
z linia r6wnomiernego podziatu), a 1 oznacza absolutng koncentracje (jeden
przedsiebiorca jest monopolista ze 100% udziatem w rynku)*. Wspotczynnik
koncentracji Pearsona dla Dziatu II rynku ubezpieczert w roku 2018 wynosi

% Sposoby wyznaczania obu wspétczynnikdw mozna znalez¢é m.in. w: [Balicki, Wycinka
2003].
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0,74. Potwierdza to obserwacje wykresu krzywych, ze rynek ten jest dos¢
silnie skoncentrowany.
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Rysunek 3.2. Krzywa Lorenza dla rynku ubezpieczen (Dziat IT) w Polsce w 2018 r.

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie danych z tablicy 3.1.

Potozenie krzywej koncentracji oraz wartosci wspotczynnikdw koncentracji
zalezg od liczby przedsiebiorstw na rynku. Im wigksza liczba przedsigbiorstw,
tym krzywa koncentracji lezy dalej od linii rownomiernego podziatu i wyzsze
wartosci przyjmuja wspotczynniki koncentracji. Jesli wiec na rynku pojawiaja
si¢ nowe, mate przedsigbiorstwa, ktore nie uszczuplaja znacznie udziatéw
w rynku przedsiebiorstw najwiekszych, to mimo iz sytuacja taka Swiadczy
o wzroscie konkurencyjnosci takiego rynku, krzywe koncentracji i oparte o nie
wspotczynniki bedg wskazywac wzrost koncentracji. Zjawisko to mozna byto
obserwowac w latach 90. ubieglego wieku, gdy dopiero ksztaltowat sie polski
rynek ubezpieczen [por. Biuletyn Panistwowego Nadzoru Ubezpieczen. .. 2003].

Literatura na temat koncentracji rynkowej jest bardzo obszerna*. Analizy
koncentracji rynku ubezpieczen w Polsce sa prezentowane m.in. w: [Balicki,
Wycinka 2003; Handschke 2009]. Poréwnania miedzynarodowe koncentracji
na rynkach ubezpieczeniowych przedstawiono m.in. w pracy [Kramaric, Kitic
2012].

% Przeglad innych wskaznikow stosowanych do badania koncentracji rynkéw zawarty
jest m.in. w pracach [Bikker, Haaf 2002; Dubejko 2007].
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Po przeczytaniu tego rozdzialu Czytelnik powinien:

* rozumied znaczenie pojecia koncentracja rynkowa,

* znac podstawowe mierniki koncentracji,

* potrafi¢ oceni¢ stopien i zmiany koncentracji rynkowej na podstawie
analizy wartosci miernikéw koncentragji i potozenia krzywych koncen-
tracji,

* potrafi¢ ocenic¢ stopien koncentracji rynku ubezpieczen w Polsce.

Pytania sprawdzajace

1. Wykorzystujac dane publikowane przez Komisje Nadzoru Finansowego,
wyznaczy¢ nastepujace wskazniki koncentracji: wskaznik dyskretny
dla k=1, 2 i1 4 zaktadow, wskaznik Herfindahla-Hirschmana, wskaz-
nik koncentracji Pearsona oraz narysowac krzywa koncentracji dla
Dziatu I rynku ubezpieczen w roku 2018. Poréwnujac uzyskane wyniki
z wynikami przedstawionymi w tym rozdziale dla Dziatu II, oceni¢,
ktory dziat ubezpieczen charakteryzuje sie wyzsza koncentragja.

2. Tablica 3.3 przedstawia warto$ci wybranych miar koncentracji dla
Dziatu I rynku ubezpieczen w latach 1995-2002. Na podstawie tych
miernikéw oceni¢ zmiany w stopniu koncentracji rynku. Dlaczego
zmiany warto$ci wskaznika HHI i wspdtczynnika Pearsona zachodza
w réznych kierunkach?

Tablica 3.3. Wybrane wskazniki koncentracji Dziatu I rynku ubezpieczenn w Polsce
w latach 1995-2002

Wskaznik koncentracji
Rok
CR, (%) CR4 (%) HHI Pearsona

1995 87 99,45 7670 0,877
1996 77 98,99 6140 0,881
1997 69 98,83 5140 0,902
1998 64 98,06 4500 0,921
1999 56 96,08 3755 0,912
2000 53 93,45 3373 0,924
2001 51 91,94 3166 0,922
2002 49 88,69 2970 0,917

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Balicki, Wycinka 2003].
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3. Omoéwi¢, jakich zmian co do kierunku i natezenia nalezy oczekiwac
w warto$ciach wskaznikéw: CR,, HHI oraz Pearsona, gdy dochodzi do
polaczenia:

a) dwoch najwiekszych przedsigbiorstw,
b) jednego z najwigkszych przedsigbiorstw z matym przedsigbiorstwem,
¢) dwoch bardzo matych przedsigbiorstw.






Rozdziat 4
Wspolzaleznos¢ zmiennych

Teresa Plenikowska-Slusarz

Hasta: korelacja dodatnia, korelacja ujemna, wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona,
wspdlczynniki korelacji rang, wspdlczynnik kontyngencji

4.1. Korelacja cech ilosciowych

W rozdziatach 1 i 2 przedstawiono opis struktury zbiorowosci z punktu
widzenia jednej cechy. Badania statystyczne czesto dotycza wielu cech (wielu
zmiennych)*” charakteryzujacych badang populacje. Zjawiska gospodarcze
i spoteczne sa ze sobg powiazane, ksztattuja si¢ pod wptywem pewnych
zjawisk, a i same wywieraja wplyw na inne. Miedzy zmiennymi (zjawiskami)
moga wystepowac zaleznosci o charakterze przyczynowo-skutkowym®*®
(wplywy ze skladek i wysokos¢ dochodow zaktadoéw ubezpieczen) badz
tylko podobienstwo zachowania i wspotwystepowanie (wysokos¢ sktadek
i wysokos¢ wyptaconych odszkodowan)®. Zachodzi zatem potrzeba badania
ich tacznie.

Celem analizy wspodtzaleznosci, czyli analizy korelacji, jest stwierdzenie,
czy miedzy badanymi zmiennymi zachodza jakies zaleznosci, jaka jest ich sita,
jaka jest ich postac i kierunek. Statystyka dysponuje wieloma miarami opisu
zwiazku miedzy dwiema lub wigksza liczba cech. Korelacje miedzy dwiema
cechami nazywamy prosta. I taka bedzie przedmiotem analizy w niniej-
szym opracowaniu. W przypadku wiekszej liczby cech mowimy o korelagji

¥ Nazwa cecha lub inaczej zmienna stosowane sg do okreslenia cech zmiennych (por.
rozdziat 1).

% O przyczynowosci pisza m.in. [Schutt, O'Neil 2014] .

¥ Moze wystepowac réwniez korelacja pozorna, czyli zjawisko dostrzegania relacji
miedzy zmiennymi (zdarzeniami lub zachowaniami), gdy faktycznie nie ma miedzy
nimi zwiazku. Liczne przyklady korelacji pozornej zob. [http://www.tylervigen.com/
spurious-correlations].
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wielorakiej (zwiazku pomiedzy jedna zmienna a wieloma zmiennymi tacznie)
lub czastkowej (informujacej o zwigzku dwodch cech z wylgczeniem pozosta-
tych). Sposéb doboru miary zalezy miedzy innymi od rodzaju skali pomiaru®
badanych zmiennych.

Wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona

W przypadku cech ilosciowych (mierzalnych) wyrazonych w skali ilorazowej
dane dotyczace dwdch zmiennych czesto przedstawiane sa w formie szeregow
szczegotowych. Sposdb przeprowadzenia analizy korelacji zaprezentowano
w przykladach 4.1, 4.214.3.

Przyklad 4.1

Celem ubezpieczen jest kompensacja finansowych skutkéw negatywnych
zdarzen. To, w jakim stopniu ta metoda jest wykorzystywana w spoteczenstwie
mozna zmierzy¢ za pomoca tzw. wskaznika penetracji rynku, liczonego jako
stosunek wysokosci sktadek brutto optacanych w ciagu roku do PKB. Skton-
nosc¢ do ubezpieczania si¢ jest skorelowana z niechecia do ryzyka, rozumiana
jako unikanie niepewnosci®'. Spoteczenistwa, w ktoérych nieche¢ do ryzyka
jest mniejsza (wieksza che¢ podejmowania dziatan), czesciej sie ubezpieczaja.
Spadek wartosci jednej cechy powoduje przecigtnie wzrost wartosci drugie;j.
W statystyce zalezno$¢ takg nazywamy korelacja ujemna. Kierunek i sita
zwiazku stajq si¢ bardziej czytelne, gdy oceniamy je na podstawie wykresu
korelacyjnego. Zalezno$¢ miedzy niechecig do ryzyka wérdd mieszkancow
Europy (w pkt) a penetracja rynku ubezpieczeniowego (w proc. PKB) w 2015 r.
przedstawia rysunek 4.1.

% Pomiar cech zmiennych moze by¢ wyrazony w réznej skali. W przypadku cech nie-
mierzalnych w skali nominalnej (mozliwa wytacznie klasyfikacja: zawod, pte¢, numer
statystyczny przedsigbiorstwa) lub porzadkowej (mozliwe porzadkowanie elementow
bez mozliwosci okreslenia odlegtosci miedzy nimi: poziom wyksztatcenia, jakos¢ ustug
(dobra, srednia, zta), zdolnos¢ kredytowa (mata, srednia, duza)). W przypadku cech
mierzalnych w skali przedziatowej (ustalona stata wzorcowa réznica jako jednostka
poréwnan miedzy elementami: temperatura, iloraz inteligencji, zdolnos¢ kredytowa
(w skali 0-10)) lub stosunkowej (mozliwe oznaczenie odlegtosci od naturalnego poczatku:
wysokos$¢ sktadki, wysoko$¢ odszkodowania, czas oczekiwania na wyptacenie odszko-
dowania).

Wedtug Hofstede wysoki stopiert niepewnosci oznacza m.in. nieche¢ do podejmowania
ryzyka, opér do zmian, nieche¢ do wprowadzania innowagji [por. http://geert-hofstede.
com].

51
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Rysunek 4.1. Nieche¢ do ryzyka w krajach Europy (w pkt) a penetracja rynku ubez-
pieczeniowego (proc. PKB) w 2015 r.

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie: [Jak ubezpieczenia zmieniajq Polske i Polakéw 2017,
5.6-7].

Z przedstawionej zaleznosci wynika, ze Polacy — podobnie jak Grecy, Portu-
galczycy i Niemcy —nie sg sktonni podejmowac ryzyka, maja wysoka niechec¢
do ryzyka (punkty na wykresie ulokowane z prawej strony). Podobnie jak
Czesi, Wegrzy i Grecy rzadziej si¢ ubezpieczaja (punkty na wykresie znajduja
sig nisko). Natomiast ci, ktérzy nie boja sie niepewnosci i sg sktonni podejmo-
wac ryzyko, jednoczesnie dosy¢ czesto korzystaja z komercyjnych ubezpieczen.
Sa to mieszkancy Dani, Szwecji i Wielkiej Brytanii (punkty polozone wysoko
po lewej stronie wykresu). Punkty na wykresie sa rozrzucone, nie skupiaja
sie¢ wzdtuz linii, zatem w przedstawionej sytuacji nie ma silnej zaleznosci. Na
podstawie wykresu korelacyjnego (wykresu rozrzutu) wystepujaca zaleznos¢
mozna ocenic jako zblizong do liniowej. Nalezy zauwazy¢, ze nie wystepuja
wartosci odstajace (nietypowe, skrajne), czego potwierdzeniem jest rowniez
umiarkowana dyspersja obu zmiennych (wspotczynniki zmiennosci wynosza
35% i 43% odpowiednio dla niecheci do ryzyka i penetracji rynku). Analiza
wykresu korelacyjnego jest pierwszym i najwazniejszym etapem badania
zaleznos$ci. Wnioski z wykresu gwarantuja zaréwno prawidtowy dobor miary,
jak i oceng uzyskanego wyniku (wptyw wartosci odstajacych, niejednorodnosci
zbiorowosci).
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Odpowiednig miarg stuzacg do oceny natezenia korelacji w przedstawionej
sytuacji jest wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona (r)*2. Wspotczynnik
ten przyjmuje wartosci z przedzialu <-1; +1>. Znak wspotczynnika informuje
o kierunku korelacji, za$ jego warto$¢ bezwzgledna o sile zwigzku. W ana-
lizach statystycznych zwykle przyjmuje sie, ze jezeli bezwzgledna wartos¢
wspolczynnika wynosi:

— mniej niz 0,2 — oznacza brak zwigzku liniowego miedzy badanymi
cechami,
0,2-0,4 — oznacza niska zaleznos¢ liniowa,
0,4-0,7 — oznacza zaleznos¢ liniowg umiarkowana,

- 0,7-0,9 — oznacza zalezno$¢ liniowa wysoka, znaczaca,

powyzej 0,9 — oznacza zalezno$¢ bardzo silna.

Wartosci #1 informuja o istnieniu linowego zwiazku funkcyjnego, czyli
przyporzadkowania konkretnym warto$ciom jednej zmiennej okreslonych
wartosci drugiej. Wartos¢ bliska 0 nie oznacza zawsze braku zaleznosci mie-
dzy cechami, a moze oznacza¢ jedynie brak zwiazku liniowego. Uzyskany
w analizowanym przykladzie wynik r = -0,5821 potwierdza wystepowanie
umiarkowanej korelacji ujemne;j.

Wspodtczynnik korelacji podniesiony do kwadratu nazywamy wspolczyn-
nikiem determinacji (R?), czyli wspdtczynnikiem informujacym, jaka czes¢
zmiennosci jednej z cech jest wyjasniona ksztattowaniem si¢ drugiej cechy.
W omawianym przykladzie wartos¢ wspotczynnika determinacji réwna
R*=0,3388 oznacza, ze w okolo 34% zmiennos¢ penetracji rynku ubezpieczen
jest zwiazana z niechecig mieszkanicow danego panstwa do ryzyka, nato-
miast okoto 66% zmiennosci jest wywotane wptywem innych czynnikoéw
nieuwzglednionych w badaniu.

Na warto$¢ wspodtczynnika korelacji liniowej Pearsona, podobnie jak na
wartos¢ sredniej arytmetycznej, maja wplyw wartosci skrajne. Sytuacje taka
przedstawiono w przykladzie 4.2.

Przyklad 4.2

Gléwnym zrodltem przychodéw zaktaddéw ubezpieczen sa skladki ubez-
pieczeniowe, ktore musza pokry¢ co najmniej wysokos$¢ spodziewanych
odszkodowan i koszty funkcjonowania. Dane dotyczace wysokosci sktadek

2L =-X)-7)
L& -TPEL-7F
W praktyce do obliczen wykorzystuje sie funkcje np. w Excelu. Szerzej o warunkach
stosowania, wtasnosciach i sposobie liczenia m.in. w: [Aczel 2017; Lissowski, Haman,
Jasinski 2008; Kot, Jakubowski, Sokotowski 2007; Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008;
Nawojczyk 2004; Starzynska 2008; Wieczorkowska, Kochanski, Eljaszuk 2004] .

%2 Istote wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona ukazuje wzor: r =
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przypisanych brutto (w tys. zt) oraz wysokosci odszkodowan i $wiadczen
wyptaconych brutto (w tys. zt) w Dziale I dziesigeciu najwigekszych ubezpie-
czycieli w Polsce w 2017 r. przedstawia tablica 4.1 i rysunek 4.2.

Tablica 4.1. Wysoko$¢ sktadek przypisanych brutto (w tys. zt) oraz odszkodowan
i sSwiadczen wyptaconych brutto (w tys. zt) w Dziale I najwiekszych ubezpieczycieli
w Polsce w 2017 r. oraz przypisane im pozycje

Pozycja (ranga)
Sktadka Od’szkodowania ubezpieczyciela wedtug
Ubezpieczyciel przypisana | iswiadczenia :
brutto wyplacone sktadki wyptaconego
w tys. zt brutto w tys. zt przypisanej | odszkodowania
brutto i $wiadczenia
PZU ZYCIE SA 8563 066 6209 076 1 1
OPEN LIFE SA 2354130 2408 435 2 2
AVIVA ZYCIE SA 1879 343 1416 132 3 3
NATIONALE 1687 058 1028 555 4 5
NEDERLANDEN SA
EUROPA ZYCIE SA 1205 408 854 050 5 8
AXA ZYCIE SA 1053 531 991 506 6 7
GENERALI ZYCIE SA 974 903 718 822 7 9
METLIFE TUnZ SA 850 401 1157 897 8 4
WARTA TUnZ SA 805 830 1021 058 9 6
UNIQA ZYCIE SA 744 894 437953 10 10

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].

Ubezpieczyciele o wysokim zbiorze skiadki mieli jednoczesnie wysokie
wyplaty z tytutu odszkodowan i naleznych swiadczen, miedzy zmiennymi
wystepuje korelacja dodatnia. Na wykresie korelacyjnym wyraZznie widac
jednostke (PZU), ktorej wartosci badanych zmiennych znaczaco odbiegaja
od wartosci w pozostatych firmach. Wartos¢ wspotczynnika korelagji liniowej
Pearsona w przedstawionym zbiorze danych wynosi 7 = 0,9846. Uzyskany
wynik mogltby sugerowad, ze wysokos¢ odszkodowan jest niemal zupetnie
zdeterminowana wysokoscia skladek. Tak wysoki wynik wskaznika jest
jedynie konsekwencja podatnosci zastosowanej miary na wartosci odstajace.
U badanych ubezpieczycieli, z pominieciem PZU, srednia wysoko$¢ sktadek
brutto wynosita 1284 mln zi, za$ srednia wysokos$¢ odszkodowan i swiad-
czen wyplaconych brutto to 1115 mln zl, wartos¢ wspodtczynnika zmiennosci
odpowiednio 41% i 47%. W PZU ZYCIE SA taczna wysoko$¢ sktadek przypi-
sanych brutto wynosita 8563 mlIn zi, zas wysokos¢ odszkodowan i Swiadczen
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wyptaconych brutto 6209 min zt. Z uwzglednieniem wartosci PZU ZYCIE SA
$rednia wartosc¢ sktadek ubezpieczyciela wzrasta do 2012 miln zl, a Srednia
wysokos¢ odszkodowan do 1624 min zl, nastepuje rowniez znaczny wzrost
natezenia dyspersji, wspotczynniki zmiennosci wzrastajg do okoto 100%.

7000 PZU ZYCIE
6000 )
5000

4000

3000

2000

°
1000 .@ )

o A®

0 2000 4000 6000 8000 10 000
Sktadka przypisana brutto (mln zt)

Odszkodowania i $wiadczenia
wyplacone brutto (mln zt)

Rysunek 4.2. Wysoko$¢ sktadek przypisanych brutto (w min z1) oraz odszkodowan
i swiadczen wyptaconych brutto (w mln zt) w Dziale I najwiekszych ubezpieczycieli
w Polsce w 2017 r.

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].

Jezeli w badaniu wystepuja wartosci skrajne (nietypowe, odstajace), zazwy-
czaj stosowane jest jedno z dwdch mozliwych rozwiazan™. Jednostke, ktorej
przypisane sg wartosci odstajace, mozna pomina¢ w badaniu. Jest to zasadne
jedynie wowczas, gdy uznamy sytuacje obserwowana w eliminowanej jed-
nostce za nietypowa w stosunku do pozostalych. Innym rozwigzaniem jest
zastosowanie odpowiednich dla takiej sytuacji miar. W przypadku oceny
wspoltzaleznosci wspodtczynnika korelacji rang Spearmana lub Kendalla.

Na rysunku 4.3 przedstawiono wysokos¢ sktadek przypisanych brutto
(w mln z1) oraz odszkodowan i $wiadczen wyptaconych brutto (w min zt)
w Dziale I najwigkszych ubezpieczycieli z pominigciem PZU ZYCIE SA
w Polsce w 2017 r.

% O odrzucaniu obserwadji odstajacych i selektywnym wykorzystywaniu danych szerzej
m.in. [Rao 1994].
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Rysunek 4.3. Wysoko$¢ sktadek przypisanych brutto (w min z1) oraz odszkodowan
i Swiadczen wyptaconych brutto (w min zt) w Dziale I najwiekszych ubezpieczycieli
(z pominigciem PZU ZYCIE SA) w Polsce w 2017 .

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].

Na podstawie wykresu korelacyjnego wystepujaca zaleznos¢ mozna
oceni¢ jako zblizona do liniowej, nie wystepuja wartosci odstajace, czego
potwierdzeniem jest rowniez umiarkowana dyspersja obu zmiennych. Wartos¢
wspotczynnika korelagji liniowej Pearsona wynosi r = 0,8358, co swiadczy
o znacznej sile zwiazku.

Istotnym problemem, nie tylko w analizie zaleznosci, moze by¢ brak jedno-
rodnosci badanych zjawisk. Zbiorowos¢ jest jednorodna wtedy, gdy wszyst-
kie jej elementy pozostaja pod wptywem dziatania tych samych przyczyn
gléwnych. Pod wieloma wzgledami zaklady ubezpieczen moga nie tworzy¢
zbiorowosci jednorodnej, inaczej na zmiany na rynku reaguja mate a inaczej
duze firmy. Badanie zaleznosci w przypadku zbiorowosci niejednorodnych
prowadzi do mylnej oceny szczegdlnie natezenia korelacji. Jako przyktad
postuzy poréwnanie wspoétczynnika korelacji miedzy wysokoscia sktadek
przypisanych brutto a wysokoscia odszkodowan i swiadczen wyptaconych
brutto uzyskanego dla najwigkszych ubezpieczycieli z oceng stopnia zaleznosci
u najmniejszych ubezpieczycieli w przykladzie 4.3.
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Przyklad 4.3

Na rysunku 4.4 przedstawiono dane dotyczace wysokosci sktadek przypisa-
nych brutto (w mln zt) oraz wysokosci odszkodowan i swiadczen wyptaconych
brutto (w mIn zt) w Dziale I najmniejszych ubezpieczycieli ubezpieczeniowych
w Polsce w 2017 r. (CONCORDIA CAPITAL SA, SALTUS ZYCIE SA, SIGNAL
IDUNA ZYCIE SA, POCZTOWE ZYCIE SA, MACIF ZYCIE TUW, REJENT
LIFE TUW, INTER - ZYCIE SA).
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Rysunek 4.4. Wysoko$¢ sktadek przypisanych brutto (w min z1) oraz odszkodowan
i $wiadczen wyplaconych brutto (w miIn z1) w Dziale I najmniejszych ubezpieczycieli
w Polsce w 2017 1.

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].

Wartos¢ wspolczynnika korelacji liniowej Pearsona wynosi r = 0,5715.
Natezenie zwigzku miedzy badanymi cechami jest umiarkowane. W tej grupie
ubezpieczycieli okoto 64% zmiennosci wyptaconych odszkodowan i swiadczen
nie jest zwigzana z wielkoscia uzyskanej sktadki przypisanej brutto. Sytuacja
jest zatem inna od przedstawionej w przyktadzie 4.2 dotyczacym najwiekszych
ubezpieczycieli Dziatu L
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Wspolczynniki korelacji rang

Wspolczynniki korelacji rang Spearmana i Kendalla* sg nieparametrycz-
nymi odpowiednikami wspdtczynnika korelacji liniowej Pearsona. Znajduja
zastosowanie gtéwnie tam, gdzie wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona nie
moze lub nie powinien by¢ stosowany, czyli do oceny korelacji krzywoliniowej,
a takze w przypadku wystepowania wartosci odstajacych. Do obliczania ich
wartosci wykorzystuje sie rangi (pozycje) kazdej jednostki w relacji do pozosta-
lych. Warto$ci najwyzszej przypisujemy pozycje pierwsza>, kolejnej druga itd.
(tab. 4.1). Na pozycje nie ma wplywu to, czy kolejna wartosc¢ jest troche czy
wielokrotnie nizsza. Wspoétczynniki korelacji rang to miary unormowane,
przyjmuja wartosci z przedziatu ( —1; +1) i podobnie jak wspdtczynnik kore-
lacji liniowej Pearsona informuja o sile (wartos¢ bezwzgledna) i kierunku
korelagji (znak).

W przykiadzie 4.2 wystepowata jednostka o wartosciach odstajacych i war-
tos¢ wspolczynnika korelacji liniowej Pearsona wynosita r = 0,9846. Natomiast
wartos¢ wspodtczynnika korelagji rang Spearmana rho = 0,7576. Zastosowanie do
oceny wspolczynnika korelacji rang Kendalla datoby inny wynik: tau b = 0,6444.
Oba wskazniki informuja o znacznej, ale nie bardzo silnej korelacji dodatnie;.
W analizach statystycznych wykorzystujemy wytacznie jedna z miar. Nalezy
pamietad, aby w analizach poréwnawczych wykorzystywac te same wskazniki.

4.2. Wspolzaleznosé cech jakosciowych

Chcac oceni¢ wspotzaleznos¢ miedzy cechami jako$ciowymi wyrazonymi
w skali nominalnej (np. ple¢isubiektywna ocena wystapienia danego ryzyka)
lub cecha jakosciowa i ilorazowq (np. poziom wyksztalcenia a liczba posia-
danych polis), ktore przedstawione sq w formie tablicy wielodzielczej — tzw.
tablicy kontyngendji, postugujemy si¢ miernikami zwanymi wspétczynnikami
kontyngencji, oceniajacymi stopien skojarzenia cech®. Tablice wielodzielcza
przedstawia przyktad 4.4.

 Szerzej o warunkach stosowania, wtasnosciach i sposobie liczenia m.in. [Lissowski,
Haman, Jasinski 2008; Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008; Starzynska 2008].

% Mozemy numer jeden przyporzadkowac¢ warto$ci najnizszej. Wazne, by obie zmienne
porangowac w taki sam sposdb.

% Warunki stosowania i sposoby liczenia przedstawiaja m.in. [Aczel 2017; Maka¢, Urbanek-
-Krzysztofiak 2008; Nawojczyk 2004; Wieczorkowska, Kochanski, Eljaszuk 2004].
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Przyklad 4.4

CBOS przeprowadzit badanie wérod osob deklarujacych, ze nie pobierajg eme-
rytury ani renty z tytutu niezdolnosci do pracy, odnosnie do wyboru miedzy
praca do 60 (kobiety) lub 65 roku zycia (mezczyzni) i nizszym swiadczeniem
emerytalnym a przejsciem na emeryture w pozniejszym wieku i wyzszym
Swiadczeniem w przysztosci. Wyniki badania przeprowadzonego w 2017 r.
przedstawia tablica 4.2.

Tablica 4.2. Decyzja przejscia na wczedniejsza emeryture a pte¢

Decyzja Kobiety Mezczyzni Razem
Praca do 60/65 roku zycia i nizsze 170 190 360
$wiadczenie emerytalne
Przejscie na emeryture w pdzniejszym 163 151 314
wieku i wyzsze swiadczenie w przysztosci
Trudno powiedzie¢ 54 46 100
Razem 387 387 774

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie: [Oceny dziatalnoéci instytucji publicznych 2017, s. 7].

W tej cze$ci badania uczestniczyly tacznie 774 osoby (n). Informacje zostaty
zestawione w dwoch kolumnach —liczba wariantow cechy Ple¢ oraz w trzech
wierszach — liczba wariantow cechy Decyzja. O rozktadach badanych cech
(pkci i decyzji) informuja tzw. rozklady brzegowe (znajdujace si¢ w ostatnim
i wierszu w ostatniej kolumnie. Liczebnosci w ostatnim wierszu informuja
o strukturze badanych wedtug ptci. Wynika z nich, ze liczba kobiet byta taka
sama jak liczba mezczyzn i wynosita 387 osob. Liczebnosci ostatniej kolumny
to rozktad decyzji. Wigekszos¢ respondentéw zdecydowataby sie na prace
do 60/65 roku zycia i nizsze swiadczenie emerytalne (360/774). Liczebnosci
wewnatrz tablicy dotycza dwdch cech facznie”. Liczba 170 oznacza, ze w bada-
niu uczestniczyto 170 kobiet, ktére deklarowaty prace do 60 roku zycia. Liczba
46 oznacza, ze w badaniu uczestniczylo 46 mezczyzn, ktérzy nie mieli zdania.

% Wymagane jest, aby w kazdej z komorek tablicy byta wystarczajaca liczba obserwaciji.
Konkretyzacja tego postulatu jest w réznych podrecznikach niejednakowo formutowana.
Najnizsza liczebnos$¢ warunkowgq postuluje si¢ na poziomie 5.
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Zaleznos$¢ miedzy picia a rodzajem decyzji mozna oceni¢ za pomoca
np. wspotczynnika V Cramera®, ktdry przyjmuje wartosci z przedziatu (0; 1).
Wartos¢ wspodtczynnika réowna 0 $wiadczy o niezaleznosci cech, a im wynik
bardziej oddala sie¢ od 0, tym zwigzek miedzy cechami jest silniejszy. W przy-
kladzie otrzymujemy V =0,0534. Uzyskany wynik $wiadczy o tym, ze pte¢ nie
ma praktycznie zadnego zwiazku z decyzja o wieku przejscia na emeryture.

Reasumujac, w celu przeprowadzenia analizy statystycznej badanego
zagadnienia konieczna jest znajomos¢ przedmiotu. Poprawnos$¢ analizy
zwiazku korelacyjnego zalezy od znajomosci problemu badawczego i uwa-
runkowan ksztattujacych badane zjawiska. Ponadto przed przystgpieniem do
oceny zaleznosci wazna jest ocena zwigzku pod wzgledem jego charakteru
(liniowy czy krzywoliniowy), jednorodnosci zjawisk, zakresu zmiennosci war-
tosci i wystepowania wartosci skrajnych. Analize liczbowa zawsze powinna
poprzedzac analiza wykresu korelacyjnego.

Po lekturze tego rozdzialu Czytelnik powinien:

¢ znac pojecie korelacji dodatniej i ujemnej,

* wiedzieé, wjakich sytuacjach badawczych stosowac wspdtczynnik kore-
lacji liniowej Pearsona, w jakich wspdtczynnik korelacji rang, a w jakich
wspotczynniki kontyngengji,

¢ znad wlasnosci wspolczynnikow korelacji i umie¢ zinterpretowac uzy-
skane wyniki.

Pytania sprawdzajace

1. W przypadku korelacji dodatniej spadek wartosci jednej cechy powoduje
wzrost czy spadek wartosci drugiej cechy?

2. Czy wartos$¢ wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona +0,7 i —0,7
informuja o réznym natezeniu i kierunku korelacji?

3. Czy w przypadku wspdtczynnika korelacji V Cramera wynik -0,7
informuje o silnej korelacji ujemnej?

4. Ktory z czynnikow: poziom wyksztalcenia (tablica 4.3 — V = 0,024)
czy poziom dochodu (tablica 4.4 — V = 0,186) jest w wigkszym stopniu
powiazany z liczba posiadanych polis ubezpieczeniowych?

% Inne wspodtczynniki podaja m.in. [Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008; Nawojczyk 2004;
Starzynska 2008]. Na wartos¢ wspdtczynnikéw maja wplyw rozmiary tablicy oraz liczba
obserwacji. Kazdy z nich daje nieco inne wyniki.
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4. Wspotzaleznos$¢ zmiennych

Tablica 4.3. Poziom wyksztalcenia a liczba posiadanych polis ubezpieczeniowych

Liczba polis
Poziom wyksztatcenia Razem
1 2 lub wiecej
Zawodowe 5 9 14
Srednie 22 36 58
Wyzsze 16 29 45
Razem 43 74 117

Zrodio: Opracowanie wlasne na podstawie [Wicka, Miedzik 2010, s. 270].

Tablica 4.4. Poziom dochodu a liczba posiadanych polis ubezpieczeniowych

Liczba polis
Dochéd Razem
1 2 lub wiecej
do 1000 zt 11 11 22
1001-2200 23 37 60
2201-4000 20 28
4000 lub wigcej 1 6 7
Razem 43 74 117

Zrodio: Opracowanie wlasne na podstawie [Wicka, Miedzik 2010, s. 270].



Rozdziat 5
Analiza zmian w czasie

Teresa Plenikowska-Slusarz

Hasla: szereg czasowy, trend, wahania okresowe, wahania sezonowe, wahania przy-
padkowe, miary dynamiki, miary taricuchowe i jednopodstawowe, przyrosty absolutne,
indywidualne wskazniki dynamiki, tempo zmian, $rednie tempo zmian

5.1. Skladniki szeregu czasowego

Szeregiem czasowym (dynamicznym, chronologicznym)® nazywamy ciag
wartosci badanej cechy (zjawiska) obserwowany w kolejnych jednostkach
czasu (dniach, tygodniach, miesigcach, kwartatach lub latach). Wybor dlugosci
jednostki czasu zalezy od celu i szczegdtowosci badania, rodzaju zjawiska,
mechanizmu zmian (rozwoju). Konkretng warto$¢ badanej zmiennej zaobser-
wowang w jednostce czasu oznaczamy symbolem y,. Zatem szereg czasowy
to ciag wartosci: y,, v,, ..., y,. Szereg czasowy jest liczbowym opisem historii
jakiegos zjawiska, zazwyczaj gospodarczego lub spotecznego. Interesujace jest
okreslenie wystepujacych prawidtowosci. Na podstawie obserwacji zjawiska
w przeszlosci mozemy sprobowac przewidzie¢ jego zmiany w przysztosci.
Jest to mozliwe, jezeli zmiany podlegaja jakim$ prawidtowosciom, anam uda
sie je wykry¢. Istnieja bowiem szeregi czasowe, ktore nie wykazuja zadnej
prawidlowosci, nazywa sig¢ je bfadzeniami przypadkowymi.

W szeregach czasowych wyodrebniamy nastepujace sktadowe: trend,
wahania okresowe i wahania przypadkowe. Przy czym nie wszystkie one
musza wystepowac jednoczesnie.

Trend jest to ogolny kierunek rozwoju danego zjawiska, wzglednie trwaty,
obserwowany w diugim okresie. Tendencja moze by¢ rosnaca, malejaca lub
mozemy obserwowac stabilizacje na pewnym poziomie. Przykladem wyraznie

% Analiza szeregow czasowych zostata szeroko przedstawiona m.in. w: [Aczel 2017; Kot,
Jakubowski, Sokotowski 2011; Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008; Nawojczyk 2004;
Ostasiewicz 2011; Starzyniska 2008; Wieczorkowska, Kochanski, Eljaszuk 2004].
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okreslonej tendencji rozwojowej moze by¢ systematyczny wzrost liczby samo-
chodow osobowych w gospodarstwach domowych ksztattowany przez takie
przyczyny gltéwne, jak: wzrost liczby gospodarstw domowych posiadajacych
samochody, wzrost liczby oséb w gospodarstwie domowym posiadajacych
samochdd, zréznicowanie cen samochoddéw itp.

Wahania okresowe to regularne odchylenia od trendu. Moga sie¢ one
charakteryzowac r6zna dtugoscia cyklu. Cykle dlugookresowe to wahania,
ktorych okres jest dtuzszy niz 1 rok, bez wzgledu na czestos¢ pomiaru zjawiska.
W zagadnieniach ekonomicznych sg to cykle koniunkturalne spowodowane
zmianami stanu gospodarki danego kraju, czyli koniunktury gospodarczej.
Wzrost lub spadek w stosunku do tendencji pojawia sie cyklicznie co kilka
lat. Wahania sezonowe sa to odchylenia od trendu bedace wynikiem zmian
zachodzacych w przyrodzie w zwiagzku z porami roku. Dtugos¢ cyklu wynosi
jeden rok. Najczesciej analizuje si¢ je w oparciu o dane miesieczne lub kwar-
talne. Przykladem moze by¢ okresowy wzrost liczby ubezpieczen zwigzany
z wyjazdami urlopowymi, wzrost liczby zglaszanych szkéd w okresie
wakacyjnym. Wahania krotkookresowe maja okres krotszy od jednego roku,
np. wieksza liczba szkdéd samochodowych zglaszana na poczatku tygodnia.
Oczywiscie im krotsze wahania chcemy zaobserwowac i analizowac¢, tym
wieksza musi by¢ czestotliwos¢ zbierania danych. Monitorowanie wahan
o roznej dlugosci cyklu ma znaczenie w przypadku analiz przyczynowych.
Rézne grupy przyczyn powoduja powstanie wyrdznionych typéw wahan
okresowych. Wahania przypadkowe sa to nieregularne zmiany poziomu
zjawiska wywolane przyczynami przypadkowymi (losowymi), niezwiaza-
nymi z istota badanego zjawiska, np. zwigkszenie liczby zgtaszanych szkod
z powodu niekorzystnych warunkow pogodowych (burze, ulewy, powodz,
gotoledz), pozardw, kradziezy itp.

Kazda analize szeregu czasowego nalezy rozpocza¢ od sporzadzenia
wykresu. Analiza graficzna szeregu czasowego umozliwia sformutowanie
hipotez co do jego struktury i charakteru sktadowych. Na rysunkach 5.1, 5.2
i 5.3 przedstawiono przyklady zjawisk, ktorych poziom rejestrowano kwar-
talnie lub miesiecznie i ktorych zmiany charakteryzuje tendencja rozwojowa,
wahania sezonowe i przypadkowe.

Przedstawione na rysunku 5.1 zmienne do pierwszego kwartatu 2015 r.
ksztattowaly sie na statym poziomie, widoczne sa rowniez wahania o cha-
rakterze przypadkowym. W okresie pozniejszym uwidocznita sie tendencja
rosnaca. W przypadku zmiany stanu rezerw skladek i na ryzyko niewygaste
brutto uwidocznily si¢ ponadto wahania sezonowe.
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Rysunek 5.1. Sktadki i rezerwy OC w kolejnych kwartatach lat 2012-2016
Zrodto: [Raport z badania rynku ubezpieczen komunikacyjnych. .. 2018, s. 62].
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Rysunek 5.2. Koszty zakladow ubezpieczert OC w kolejnych kwartatach lat 2012-2016
Zrédto: [Raport z badania rynku ubezpieczen komunikacyjnych... 2018, s. 63].
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Sposrod zmiennych, ktorych zmiany przedstawiono na rysunku 5.2, dwie
charakteryzuja sie powolng tendencjq rosnaca i wyraznymi wahaniami sezo-
nowymi (rachunek techniczny i pozostate koszty techniczne), pozostate wydaje
sig, ze ksztaltuja si¢ przecigtnie na statym poziomie i podlegaja wahaniom
przypadkowym. Ocena elementow sktadowych przedstawionych na wykresie
zmiennych jest utrudniona ze wzgledu na to, Ze ksztattuja si¢ one na bardzo
réoznym poziomie.

Na rysunku 5.3 przedstawiono ksztatltowanie si¢ koniunktury w dziatal-
nosci finansowej i ubezpieczeniowej w kolejnych miesigcach lat 2012-2016.
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""""" Ubezpieczenia, reasekuracja oraz fundusze emerytalne, z wytaczeniem obowigzkowego
ubezpieczenia spotecznego

Rysunek 5.3. Koniunktura w dziatalnosci finansowej i ubezpieczeniowej w kolejnych
miesigcach lat 2012-2016

Zrédto: [Polski rynek ubezpieczeniowy 2017, s. 28].

Wskazniki ogdélnego klimatu koniunktury charakteryzuje zmienna tenden-
¢ja, wahania sezonowe i przypadkowe. Wskaznik koniunktury dziatalnosci
finansowej i ubezpieczeniowej w okresie od lutego 2012 r. do lipca 2013 r.
charakteryzuje tendencja malejaca, zas od listopada 2014 r. do grudnia 2016 r.
tendencja rosnaca. Niemal w kazdym roku w poczatkowych miesiacach wyste-
powaly odchylenia w kierunku powyzej trendu. W finansowej dziatalnosci
ustugowej wskaznik koniunktury ma wyrazng tendencje rosnaca w okresie
luty 2012 r.-styczen 2013 r. oraz w okresie listopad 2014 r.—-listopad 2016 r.
W ubezpieczeniach, reasekuracji oraz funduszach emerytalnych obserwowano
wyrazny spadek wskaznika w okresie sierpien 2012 r.-pazdziernik 2013 r.
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oraz wyrazny wzrost w okresie listopad 2014 r.— listopad 2016 r. W przypadku
wszystkich przedstawionych wskaznikéw obserwowane odchylenia od trendu
maja najczesciej charakter przypadkowy.

Metody analizy elementow charakteryzujacych szeregi czasowe dzielimy

na dwie zasadnicze grupy:

- metody dekompozycji szeregdw czasowych wielookresowych stuzace
do wyodrebniania tendencji rozwojowej, wahan okresowych oraz wahan
przypadkowych,

— miary dynamiki, ktore stuza do liczbowego okreslania zmian w okresie
badanym w poréwnaniu z okresem przyjetym za podstawe porownan.

5.2. Wyznaczanie tendencji rozwojowej

Do najwazniejszych metod badania szeregu dynamicznego nalezy wyod-
rebnianie tendencji rozwojowej. Stosowane sa dwie metody prowadzace do
eliminacji réznego rodzaju wahan w celu uzyskania czystego trendu:

1) metoda mechaniczna — metoda $rednich ruchomych,

2) metoda analityczna — polegajaca na dopasowaniu postaci funkcji mate-
matycznej, ktora swym ksztaltem najlepiej opisuje zmiany w poziomie
badanego zjawiska i oszacowaniu jej parametrow.

Stosujac srednie ruchome, doprowadzamy do wygtadzenia szeregu danych
empirycznych przez czeSciowe wyeliminowanie wahan przypadkowych
i okresowych. Srednia ruchoma moze by¢ liczona zaréwno z parzystej, jak
i nieparzystej liczby okresow. Jezeli przez y,, y,, ..., y, 0znaczymy poziomy
zjawiska w kolejnych okresach, to srednia ruchoma, np. 3-okresowa, zapiszemy
nastepujaco:

VA Wy S RV S S TR YY)

Y, = 3 Y3 3 7 Ya 3 (6.1)

Przyporzadkowanie otrzymanego wyniku sredniej przypada na srodkowy
okres uwzgledniany w obliczeniach. Zatem w przypadku pierwszej sredniej
okresem srodkowym jest okres drugi, dla drugiej Sredniej — okres trzeci itd.
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Przyklad 5.1
Odszkodowania i Swiadczenia wyptacone brutto (w mln zt) w latach 2008 2017
oraz Srednie ruchome 3- i 5-okresowe przedstawia tablica 5.1 oraz rysunek 5.4.

Tablica 5.1. Odszkodowania i $wiadczenia wyptacone brutto (w mln zt) w latach
2008-2017 — wartosci empiryczne i srednie ruchome 3- i 5-okresowe

Lata Dane Srednie ruchome Srednie ruchome
empiryczne 3-okresowe 5-okresowe

2008 22 006 .

2009 30 391 25 725,09 .

2010 24778 27 525,0 26 170,8%

2011 27 406 26 152,3 26 409,6

2012 26 273 25626,3 24 422,6

2013 23200 23 309,7 23 393,6

2014 20 456 21 096,3 21 642,6

2015 19 633 19 580,0 20 459,0

2016 18 651 19 546,3

2017 20 355

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].
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Rysunek 5.4. Odszkodowania i $wiadczenia wyplacone brutto (w mln zt) w latach
2008-2017 — warto$ci empiryczne i $rednie ruchome 3- i 5-okresowe

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie tablicy 5.1.

60 25725,0=(22 006 +30 391 +24778) /3
61 26 170,8 = (22 006 + 30 391 + 24 778 + 27 406 + 26 273) / 5
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Srednie ruchome dobrze wygtadzity szereg. Uwidocznita sie wyrazna
tendencja spadkowa. Bardziej wygtadzony jest szereg srednich ruchomych
5-okresowych niz 3-okresowych. Jest to wiasciwos¢ tej metody. Im wiecej
okresow liczy srednia ruchoma, tym otrzymujemy lepsze wygtadzenie, ale
rowniez tracimy wiecej danych. Dla srednich 3-okresowych utraciliSmy dane
dla dwoch okreséw, jednego na poczatku i jednego na koncu, dla $rednich
5-okresowych utraciliSmy dane dla czterech okreséw, dwoch na poczatku
i dwdch na koncu. Dlatego srednie ruchome dlugookresowe mozna stosowac
w szeregach czasowych o diugim okresie obserwacji.

Srednie ruchome mozemy wykorzysta¢ do wyeliminowania z szeregu
czasowego wahan sezonowych. Woéwczas $rednie ruchome powinny obejmo-
wac okreslona liczbe jednostek czasu. Jezeli informacje liczbowe podane sa
w kwartatach, to zastosujemy 4-okresowq $rednia ruchoma, jesli w miesiacach,
to 12-okresowa. Pojawia si¢ problem liczenia srednich ruchomych z parzystej
liczby okreséw. W takiej sytuacji stosujemy tzw. srednie ruchome scentro-
wane. Srednia ruchoma scentrowana dla czterech jednostek czasu obliczymy
np. w nastepujacy sposob®*:

_ %y1+yz+3/3+y4+%y5; 7, = %yz+y3+y2+y5+%y6 itd.

Y3 = 1 (5.2)
W pierwszym przypadku $rednia scentrowana jest przyporzadkowana,
liczac kolejno, trzeciemu okresowi, a w drugim — czwartemu okresowi.

Przyklad 5.2

Zmiany w liczbie wypadkow drogowych w latach 2009-2018 przedstawiono
narysunku 5.5. W analizowanym okresie liczba wypadkow do 2015 r. wykazy-
wata wyrazna tendencje malejaca. W dwoch kolejnych latach utrzymata si¢ na
poziomie zblizonym do 2015 r., w 2018 r. wystapil niewielki spadek. Przedsta-
wione dane to dane roczne. W takim ujeciu nie jest mozliwe zaobserwowanie
zjawiska sezonowosci, wzrostu liczby wypadkéw w okresie wakacyjnym
i w listopadzie kazdego roku. Wymaga to zebrania danych kwartalnych lub
miesiecznych. Informacje o liczbie wypadkéw w poszczegolnych kwartatach
lat 2015-2018 przedstawiono na rysunku 5.6 oraz w tablicy 5.2.

2 Innym rozwiazaniem jest liczenie sredniej dwuetapowo. Najpierw wyliczamy $rednia
arytmetyczng z czterech okreséw, ktorej wynik przypada miedzy okresy, a nastepnie
$redniq arytmetyczng z kazdych dwoch kolejnych srednich i uzyskujemy przypisanie
do konkretnego okresu.
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Rysunek 5.5. Liczba wypadkéw drogowych w Polsce w latach 2009-2018

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie: [Wypadki drogowe w Polsce... 2019].
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Rysunek 5.6. Liczba wypadkéw drogowych w Polsce w kwartatach lat 20152018 oraz
$rednie ruchome 4-okresowe
Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie: [Wypadki drogowe w Polsce... 2019].

Dane kwartalne pozwalaja zauwazy¢ wyrazna sezonowos¢ w liczbie wypad-
kéw. Najwiecej wypadkoéw miato miejsce w trzecich kwartatach, a stosunkowo
najmniej w pierwszych. W celu wygtadzenia szeregu z wahan sezonowych
i otrzymania czystego trendu z wykorzystaniem srednich ruchomych nalezy
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zastosowac srednie 4-okresowe. Sposob obliczania srednich ruchomych
4-okresowych i wyniki przedstawiono na rysunku 5.6 i w tablicy 5.2.

Tablica 5.2. Liczba wypadkow drogowych latach 2015-2018 oraz $rednie ruchome

4-okresowe
Lata | Kwartaty Liczba wypadkéw Srednie ruchome 4-okresowe
2015 I 6800
I 8125 .
I 9242 8173,500%
v 8800 8057,125
2016 I 6254 8082,250
I 7740 8142,875
I 9828 8066,125
v 8699 8088,375
2017 I 5741 8129,375
I 8431 8137,000
I 9465 8206,375
v 9123 8253,375
2018 I 5872 8220,750
I 8676 8034,750
I 8959
v 8141

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie: [Wypadki drogowe w Polsce... 2019].

Obliczone $rednie ruchome wygtadzily szereg czasowy z wahan sezono-
wych, ukazata sie tendencja — staty sredni poziom liczby wypadkéw w latach
2015-2017 i zarysowujaca sie tendencja do spadku w roku ostatnim.

Jak wida¢ na rysunkach 5.4 i 5.6, obliczone $rednie ruchome wygtadzity
dosy¢ dobrze szeregi empiryczne. Prostota procedury obliczeniowej $rednich
ruchomych jest bezsprzeczng zaleta mechanicznej metody wyréwnywania
(wygtadzania) szeregéw czasowych w celu okreslenia tendencji rozwojowej
badanego zjawiska. Srednie ruchome wygtadzaja szereg, nie eliminujac catko-
wicie sladow najsilniejszych wahan. Metode srednich ruchomych stosuje sie
zazwyczaj do analizy szeregdw charakteryzujacych sie duzymi réoznokierun-
kowymi zmianami poziomu zjawiska, ktdre utrudniajg dobor odpowiedniej
funkcji analitycznej. Podstawowa jej wada jest skracanie szeregéw czasowych

% Pjerwsza warto$¢ zostata obliczona nastepujaco: 8173,5 = (0,5 x 6800 + 8125 + 9242 + 8800
+0,5 x 6254) / 4; kolejne Srednie ruchome obliczono w analogiczny sposdb.
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o warto$ci na poczatku i na koncu okresu — utrata informagji dla tych okresow.
Natomiast brak mozliwosci przedstawienia tendencji rozwojowej w formie
matematycznej funkgji trendu nie pozwala na oszacowanie poziomu zjawiska
w przysztosci. Postulat ten spelnia wspomniana metoda analityczna.

Przyklad 5.3

Analizujac zmiany w liczbie wypadkéw w stosunkowo krétkim okresie
16 kwartatow (4 lata), nie zaobserwowano wyraznej tendencji malejacej czy
rosnacej (rys. 5.6). Natomiast wydtuzenie okresu obserwacji do 10 lat pozwala
zauwazy¢ wyrazna tendencje malejaca. Informacje o rocznej liczbie wypadkow
drogowych w latach 2009-2018 oraz wartosci teoretyczne wyznaczone w opar-
ciu o liniowa funkgje trendu wyznaczona metoda analityczna® przedstawiono
na rysunku 5.7.
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Rysunek 5.7. Liczba wypadkéw drogowych w Polsce w latach 20092018 oraz liniowa
funkcja trendu
Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie:[Wypadki drogowe w Polsce... 2019].

 Stosowanie metody analitycznej (metody najmniejszych kwadratéw) przedstawiono
m.in. w: [Aczel 2017; Kot, Jakubowski, Sokotowski 2007; Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak
2008; Nawojczyk 2004 ; Ostasiewicz 2011; Starzynska 2008; Wieczorkowska, Kochanski,
Eljaszuk 2004].



5.3. Miary dynamiki 95

Parametr stojacy przy zmiennej czasowej t nazywany jest wspotczynnikiem
trendu liniowego i informuje, jaki jest przecietny wzrost lub spadek obserwo-
wanej zmiennej y, na jednostke czasu t. W analizowanym przyktadzie wartos¢
-1250,1 oznacza, ze w latach 2009-2018 liczba wypadkow drogowych malata
przecietnie z roku na rok o okoto 1250. Drugi z parametréow, wyraz wolny,
informuje o teoretycznym poziomie obserwowanej zmiennej y, w czasie t =0,
czyli w 2008 r. teoretyczna liczba wypadkéw drogowych wynosita 42 691.
Zaroéwno na podstawie wykresu, jak i na podstawie wartosci wspotczynnika
determinacji®® mozna oceni¢, ze liniowa funkcja trendu dobrze opisuje zmiany
w liczbie wypadkow drogowych w badanym okresie. W 89,19% zmiany
w liczbie wypadkdéw zostaty wyjasnione uptywem czasu, a 10,81% to wptyw
wahan przypadkowych.

5.3. Miary dynamiki

Waznym elementem oceny poziomu zjawisk, sytuacji przedsigbiorstw czy
ich klientéw na rynku jest odniesienie do innego okresu — przeprowadzenie
analizy poréwnawczej w czasie. Poréwnywane zjawiska moga ksztaltowac
si¢ na réznym poziomie (np. przychody), moga by¢ wyrazone w réznych
jednostkach (np. liczba klientéw i wysokos¢ sktadki). Analize przeprowadzong
w oparciu o wartosci absolutne uzupetniamy analizg opartg o miary wzgledne.
Miary absolutne informuja, o ile jednostek, a miary wzgledne, o ile procent
zmienil si¢ poziom badanego zjawiska w okresie badanym w stosunku do
poziomu zjawiska w okresie przyjetym za podstawe porownan. Za podstawe
poréwnan mozna kazdorazowo przyjmowac okres poprzedzajacy (zmienna
podstawa) lub przyjac jedna stata podstawe dla catego badanego okresu. Okres
przyjety za podstawe poréwnan moze by¢ zmienny (okres poprzedni) badz
staly dla calego badanego okresu. Otrzymane miary nazywamy odpowiednio
taricuchowymi i jednopodstawowymi.

Przyrosty absolutne
Przyrosty absolutne sa to mierniki bedace r6znica wielkosci zjawiska w dwoch

roznych okresach. Jezeli od poziomu zjawiska w okresie badanym y, odej-
miemy poziom w okresie poprzednim y, ,, otrzymujemy przyrosty absolutne

% Wspdtczynnik determinacji R2 jest miara informujaca, w jakim stopniu zmiany badanego
zjawiska zostaly wyjasnione uptywem czasu (por. rozdziat 4).
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lancuchowe (Ay =y, -y, ,), jezeli od poziomu zjawiska w okresie badanym
y, odejmiemy poziom w okresie bazowym (stalym dla danego badania) y,,
otrzymujemy przyrosty absolutne jednopodstawowe (Ay =y, — y,).

Przyklad 5.3

Wartos¢ sktadki przypisanej brutto per capita (w z1°°) w Dziale I'i II w latach
2012-2017 przedstawiono w tablicy 5.3 i na rysunku 5.8. Ponadto w tablicy 5.3
przedstawiono przyrosty absolutne faricuchowe, a w tablicy 5.4 przyrosty
absolutne jednopodstawowe.

Tablica 5.3. Wartos$¢ sktadki przypisanej brutto per capita (w zt) w Dziale I1II w latach
2012-2017 i wysoko$¢ zmian w poréwnaniu z rokiem poprzednim (w z1)

Sktadka przypisana brutto Zmiana wysokoscl s?dadkl
. do roku poprzedniego
Lata per capita (w z1) (w 21)
Dziat I Dziatl 11 Dziat I Dziat 1T
2012 957 691 . .
2013 816 694 -141¢ 3
2014 748 686 —68 -8
2015 726 727 -22 41
2016 633 850 -93 123
2017 639 984 6 134

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].

Poziom sktadki przypisanej brutto przypadajacy na jednego mieszkanca
w obu Dziatach ubezpieczen wykazywal w badanym okresie odmienne
tendencje. Obserwowano spadek wysokosci sktadki w przeliczeniu na 1 miesz-
kanca w Dziale I i wzrost w Dziale II. W Dziale I najwiekszy spadek wystapit
w 2013 r. i wynosit 141 zt na osobe, najmniejszy spadek wystapit w roku
2015 i wynosil 22 zt na osobe (por. tab. 5.3). W 2017 r. odnotowano niewielki
wzrost wynoszacy 6 zl na osobe. W Dziale I obserwowano nie tylko tendencje
rosnaca wartosci sktadki (niemal wszystkie przyrosty sa dodatnie), ale rowniez
zwigkszanie przyrostu. Najmniejszy przyrost wystapit w pierwszym roku
badanego okresu, tj. w 2013 r., i wynosit 3 zI na osobe, najwigkszy wystapit

% Wielkosci w ztotych podawane sa w wartosciach realnych z 2017 r. po przeliczeniu
o wskazniki inflacji publikowane przez GUS.
7 Kolejne wyniki otrzymano: —141 = 816 — 957; —68 = 748 — 816, —22 = 726 — 748 itd.
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w ostatnim roku, tj. w 2017 r., i wynosit 134 zI na osobe. W 2014 r. odnotowano
niewielki spadek wynoszacy 8 z1 na osobe.

1100
1000

2 900

=

g

i 800

[}

ERP

5 70 s

g 2

[l

g 600

=

>

5 500

]

=4

3 400

=

wn

2012 2013 2014 2015 2016 2017

=@ Dzial I g Dzial 11

Rysunek 5.8. Warto$¢ sktadki przypisanej brutto per capita w Dziale 1i II w latach
2012-2017 (w zi)

Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie tablicy 5.3.

Tablica 5.4. Warto$¢ sktadki przypisanej brutto per capita (w zt) w Dziale I i1l w latach
2012-2017 i wysoko$¢ zmian w poréwnaniu z rokiem 2012 (w z1)

Sktadka przypisana brutto Zmiana wysokosci sktadki
Lata per capita (w zt) w porownaniu z 2012 r. (w zt)
Dziat I Dziat II Dziat I Dziat II
2012 957 691 0s8 0
2013 816 694 -141 3
2014 748 686 -209 -5
2015 726 727 -231 36
2016 633 850 -324 159
2017 639 984 -318 293

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].

% Kolejne wyniki otrzymano: 0 =957 — 957, —141 =816 — 957, —209 =748 — 957 itd.
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Wysokos¢ sktadki przypisanej brutto w Dziale I w przeliczeniu na 1 miesz-
kanca byta najwyzsza w 2012 r., a najnizsza w 2016 r. Skladka w 2016 r. byta
0 324 zt nizsza niz w 2012 r. Wysokos¢ sktadki przypisanej brutto w Dziale II
w przeliczeniu na 1 mieszkanca byta najnizsza w 2016 r., a najwyzsza
w 2017 r. — réznica wynosi 293 zt na osobe.

Indywidualne wskazniki dynamiki

Indeksy dynamiki® sg to mierniki bedace stosunkiem wielkosci zjawiska
w dwodch réznych okresach, zazwyczaj pomnozone przez 100. Indeksy inter-
pretujemy w procentach jako réznice uzyskanego wyniku i 100. Otrzymany
wynik, np. 123,5, informuje, Ze nastapit wzrost badanego zjawiska o 23,5%
(123,5-100); wynik 86,7 informuje, ze nastgpil spadek zjawiska o 13,3%
(86,7-100 =-13,3).

Jezeli poziom zjawiska w okresie badanym y, dzielimy przez poziom
zjawiska w okresie poprzednim y, ,, otrzymujemy indeksy tancuchowe
(i=y,/y, , > 100) (a roznice wartosci indeksu i 100 nazywamy tempem zmian),
jezeli poziom zjawiska w okresie badanym y, dzielimy przez poziom w okresie
bazowym (statym dla danego badania) y, (i=y,/y, * 100), otrzymujemy indeksy
jednopodstawowe.

Przyktad 5.3 (cd.)
Wartos¢ skladki przypisanej brutto per capita (w zt) w Dziale I i II w latach
2012-2017 oraz dynamike zmian w poréwnaniu z rokiem poprzednim przed-
stawiono w tablicy 5.5, a dynamike zmian do roku 2012 w tablicy 5.6.
Wysokos¢ sktadki przypisanej brutto na osobe w Dziale I byta najwyzsza
w 2012 r., a najnizsza w 2016 r. Tempo spadku do 2016 r. ksztattowato sie
na réznym poziomie. Najwyzsze byto w 2013 r. i wynosito 14,7%, najnizsze
w 2015 r. i wynosito 2,9%. W 2017 r. wysokos¢ sktadki wzrosta w poréwnaniu
220161.00,9% (tempo wzrostu wynosito 0,9%). Wysokos¢ sktadki przypisanej
brutto na osobe w Dziale II byta najnizsza w 2014 r. W kolejnych latach obser-
wowano jej systematyczny wzrost. Najwyzsze tempo wzrostu byto w 2016 r.
i wynosito 16,9%. Tempo wzrostu w 2017 r. byto nizsze niz tempo wzrostu
w2016 r.01,1 p.p. (115,8 - 116,9 = -1,1). Sposdéb prezentacji tempa zmian na
wykresie przedstawiono na rysunku 5.9.

% Oindeksach indywidualnych i innych miarach dynamiki oraz o warunkach stosowania,
wiasnosciach i sposobie liczenia m.in. w: [Aczel 2017; Maka¢, Urbanek-Krzysztofiak 2008;
Starzynska 2008].
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Tablica 5.5. Zmiana wysokosci sktadki przypisanej brutto per capita (w zt) w Dziale I II
w latach 2012-2017, rok poprzedni = 100

Sktadka przyplsana brutto Rok poprzedni = 100
Lata per capita (w zt)
Dzial I Dzial II Dziat I Dzial 1T

2012 957 691 . .
2013 816 694 85,37 100,5
2014 748 686 91,7 98,8
2015 726 727 97,1 106,0
2016 633 850 87,2 116,9
2017 639 984 100,9 115,8

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].
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Rysunek 5.9. Tempo zmian sktadki przypisanej brutto per capita (w z) w Dziale i II
w latach 2012-2017 (w %)

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie tablicy 5.5.

Stupki powyzej osi poziomej informuja o wzroscie, zas ponizej osi —
o spadku poziomu badanego zjawiska.

7 Wyniki otrzymano: 85,3 =816 /957 x 100; 91,7 =748 / 816 x 100; 97,1 =726 / 748 x 100 itd.
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Tablica 5.6. Zmiana wysoko$ci sktadki przypisanej brutto per capita (w zt) w Dziale
111l w latach 2012-2017, rok 2012 = 100

Sktadka przypisana brutto rok 2012 = 100
Lata per capita (w zt)
Dziat I Dziat II Dziat I Dziat II

2012 957 691 100,0™ 100,0
2013 816 694 85,3 100,5
2014 748 686 78,2 99,3
2015 726 727 75,9 105,3
2016 633 850 66,2 123,1
2017 639 984 66,8 142,5

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].

W Dziale I wysokos¢ sktadki na osobe byta najnizsza w 2016 r., w poréwna-
niu z 2012 r. byta nizsza o 33,8%. Jej niewielki wzrost w 2017 r. spowodowat,
ze w tym roku byla ona nizsza niz w 2012 r. o 33,2%. W Dziale II wysokos¢
sktadki na osobe byta najnizsza w 2014 r., w porownaniu z 2012 r. byta nizsza
0 0,7%. Wysokos¢ sktadki byta najwyzsza w 2017 r. i w poréwnaniu z rokiem
bazowym byta wyzsza o 42,5%.

W przedstawionym przykladzie za rok bazowy przyjeto pierwszy z obje-
tych badaniem. W bardzo dtugich szeregach czasowych w miare uptywu czasu
dobrze jest zmienia¢ okres bazowy na blizszy terazniejszosci.

Srednie tempo zmian

W celu przedstawienia sredniookresowych wzglednych zmian zjawiska
mozna postuzy¢ sie srednim tempem zmian, ktére formalnie jest $rednig
geometryczna z faricuchowych wskaznikéw dynamiki’?, a wartos¢ liczbowa
zalezy jedynie od dwodch skrajnie potozonych realizacji badanej zmiennej
(wartosci w okresie pierwszym y, i w ostatnim y,). Wygodne jest obliczanie
$redniego tempa zmian ze wzoru:

= n-1 %_
T = ( \/; 1)100 (5.3)

I Kolejne wyniki otrzymano: 100,0 =957 / 957 x 100; 85,3 =816 / 957 x 100; 78,2 =748 / 957 x 100;
itd

n T - ("VTT - 1)100.
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Stosowanie Sredniego tempa zmian jest zasadne jedynie wtedy, kiedy
zmiany z okresu na okres s3 w miare regularne. Jezeli zmiany charakteryzuja
sie wyraznymi wahaniami lub nastepuje zmiana tendencji, nalezy zrezygnowac
ze stosowania tej miary lub wylicza¢ dla podokresow charakteryzujacych sie
tym samym kierunkiem i zbliZonym tempem zmian.

Przyktad 5.3 (cd.)

W tablicy 5.5 przedstawiono informacje o wysokosci skadki przypisanej
brutto per capita oraz indeksy tancuchowe w Dziale Ii II. W Dziale I do 2016 1.
obserwowano spadek wysokosci, zas w 2017 r. wzrost. Zasadne jest zatem
obliczanie sredniego tempa spadku jedynie dla lat 2012-2016:

T = (Y& -1)100 = -9,8%7

Wynik informuje, ze w latach 2012-2016 wysokos¢ sktadki przypisanej
brutto w Dziale I malata $rednio z roku na rok o0 9,8%. W Dziale II w 2013 r.
obserwowano wzrost sktadki, w 2014 r. spadek, zas w nastepnych latach
systematyczny wzrost. Przy czym tempo wzrostu w 2015 r. wynoszace 6,0%
bylo znacznie nizsze niz w latach kolejnych, w ktorych wynosito odpowiednio
16,9% i 15,8%. Zatem ze $redniego tempa do oceny zmian w Dziale II nalezy
zrezygnowac.

Nalezy pamietad, ze liczby absolutne i wzgledne uzupetniaja sie, a nie
zastepuja. Nie zawsze analiza zmian za pomocg miar wzglednych jest zasadna.
Dotyczy to sytuacji, w ktorych poziom zjawiska ksztattuje si¢ na stosunkowo
niskim poziomie, np. liczby zakladow ubezpieczen w Polsce. W 2013 r. byto 58
zakltadoéw, w 2014 1. 56, zas w 2015 1. 57. Lepiej jest wskazac, ze liczba zaktadow
zmniejszyta si¢ o dwa, a nastepnie wzrosta o jeden, niz wskazywac, ze spadek
wynosit 3,4%, a nastepnie nastapit wzrost o 1,8%.

Po lekturze tego rozdzialu Czytelnik powinien:
* umie¢ rozpoznawac sktadowe szeregéw czasowych,
* umie¢ wyznaczad trend, stosujac metode mechaniczna,
e umiec obliczac i interpretowac przyrosty absolutne oraz indywidualne
indeksy dynamiki tancuchowe i jednopodstawowe.

7 Wartos¢ sredniego tempa obliczona jako $rednia geometryczna z indekséw tanicucho-
wych: T = (10,8537 0,917 % 0,971 %872 —1)100 = -9,8%.
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Pytania sprawdzajace
1. W tablicy 5.7 przedstawiono informacje dotyczace sktadki przypisanej
brutto w latach 2012-2017 wedtug dzialéw ubezpieczen. Ile wynosza
wartosci indekséw tanicuchowych i jednopodstawowych (przyjmujac
poziom z 2012 r. za podstawe poréwnan)? Wyjasnic¢ roznice w uzyska-
nych wynikach w stosunku do wartosci wskaznikow przedstawionych
w tablicach 5.51 5.6.

Tablica 5.7. Warto$¢ sktadki przypisanej brutto (w min z1) w Dziale i Il w latach

2012-2017
Sktadka przypisana brutto (w min z1)

Lata

Dziat I Dziat IT
2012 26 273 14 240
2013 23200 13 780
2014 20 456 13 877
2015 19 633 15 896
2016 18 651 18 758
2017 20355 19 485

Zrédlo:[Raport roczny PIU 2017].

2. W ponizszej tablicy przedstawiono informacje dotyczace dynamiki
odszkodowan i swiadczent wyplaconych brutto (rok poprzedni = 100).

Tablica 5.8. Dynamika odszkodowan i $wiadczen wyptaconych brutto przez
zaktady ubezpieczert w Polsce w latach 2009-2017, rok poprzedni = 100

Lata 2010 | 2011 2012 2013 2014 | 2015 2016 2017

Dziat I 115 92 99 97 101 115 118 104
Dzial I 82 111 96 88 88 96 95 109

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie [Raport roczny PIU 2017].
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W opracowaniu PIU dane te zostaty przedstawione rowniez w postaci
ponizszego wykresu:
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Rysunek 5.10. Wysoko$¢ odszkodowan i $wiadczen wyptaconych brutto przez
zaktady ubezpieczert w Polsce oraz dynamika zmian (rok poprzedni = 100)
w latach 2009-2017

Zrodio: [Raport roczny PIU 2017, s. 59].

Na podstawie przedstawionych danych okresl dla obu Dzialéw:

a. W ktérym roku wystapil spadek, a w ktérym wzrost wysokosci
wyptacanych odszkodowan i swiadczen?

b. W ktorym roku wysoko$¢ wyptaconych odszkodowan i swiadczen
byla najwyzsza, a w ktérym najnizsza?

c. W ktérym roku tempo wzrostu bylo najwyzsze, a w ktérym najniz-
sze?

d. W ktérym roku tempo spadku byto najwyzsze, a w ktérym najnizsze?

e. Czy w twojej ocenie lewa cze$¢ wykresu 5.10 utatwia ocene zmian?






Rozdziat 6
Modelowanie zjawisk ubezpieczeniowych za pomoca
rozkladow prawdopodobienstwa

Mirostaw Szreder, Anna Gierusz

Hasla: zdarzenie losowe, prawdopodobienistwo, miara probabilistyczna, zmienna
losowa skokowa, zmienna losowa ciggta, rozktad prawdopodobienistwa, dystrybuanta,
wartosc oczekiwana

6.1. Istota prawdopodobienstwa

Kazdemu z nas, takze przedsiebiorstwom i wszelkiego rodzaju organiza-
cjom, trudno jest si¢ ustrzec przed dzialaniami i negatywnymi skutkami
roznych zjawisk losowych. Rozbite szyby w wyniku gradobicia, utracony
bagaz w podrozy lotniczej, nagta choroba uniemozliwiajaca wyjazd na urlop,
kradziez mienia to tylko niektore przyktady losowych zdarzen, ktorych wole-
liby$Smy unikna¢. Czesto okazuje si¢ to jednak niemozliwe. Z jednej strony
podejmujemy wiele dziatari prewencyjnych, aby zdarzenia te nas nie spotkaty.
Z drugiej jednak strony przygotowujemy sie na wypadek, gdyby dotknety
nas konsekwengje takich zdarzen i w ubezpieczeniach dostrzegamy szanse na
rekompensate poniesionych strat. Ubezpieczamy si¢ od nieprzewidzianych
skutkow dziatania zdarzen losowych. Oczekujemy, Ze w zamian za optacong
polise ubezpieczeniowa zaktad ubezpieczen wyptaci nam odszkodowanie
w przypadku zaistnienia tzw. wypadku ubezpieczeniowego.

W problematyce ubezpieczeniowej poruszamy sie — jak wida¢ — w zbio-
rach zdarzen losowych. Dla kazdego ubezpieczyciela kluczowa sprawa jest
poznanie specyfiki tych zdarzen. Chodzi o to - mowiac jezykiem wspolczesnej
mlodziezy — aby zdarzenia, co do ktérych nigdy nie mamy pewnosci, kiedy
i zjaka intensywnoscia wystapia, jakos ogarnac. Wazne jest przede wszystkim
to, by potrafi¢ zmierzy¢ i liczbowo wyrazi¢ szanse ich wystgpienia. Matema-
tyczng miarg szans realizacji danego zdarzenia losowego jest prawdopodo-
bienistwo. Jest to funkgja, ktéra zdarzeniu losowemu przyporzadkowuje liczbe
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z przedziatu [0,1], nazywang prawdopodobienstwem zajscia tego zdarzenia.
Ale zanim szerzej omOwimy wlasciwosci i interpretacje tej funkcji, sprawdzmy,
czy na pewno dobrze rozumiemy losowos¢ zdarzen.

Dotychczasowe doswiadczenie zyciowe kazdego z nas jasno sugeruje,
ze losowos¢ jest na trwate wpisana w nature otaczajacego nas swiata. Kie-
dys jej gldownym zrédtem byta przyroda, a obecnie losowos¢ dostrzegamy
takze — i bronimy sie przed jej skutkami — w konstruowanych urzadzeniach
technicznych, w zjawiskach spotecznych (zamachy terrorystyczne), w dzia-
faniach rynkéw finansowych. Poznanie losowosci cho¢by niektérych zdarzen
rozpoczyna si¢ zwykle od pomiaru niepewnosci i proby jej modelowania. Stuzy
temu gromadzenie i przetwarzanie wielu danych statystycznych i informacji,
by pdzniej je wykorzysta¢ do oszacowania prawdopodobienistwa tego, co ma
charakter losowy.

Oceniajac, co jest lub co nie jest losowe, czes¢ z nas ulega pewnym
charakterystycznym ztudzeniom. Bywa nawet, iz ztudzenie to jest na tyle
silne, na przyktad wsrdd konsumentéw, ze musi na nie zareagowac rynek.
Przedsiebiorcy lub handlowcy decyduja sie na nadzwyczajne nieraz dziatania,
zdajac sobie sprawe z tego, ze reaguja na ztudzenie konsumentéw, a nie na
obiektywna stabos$¢ produktu czy ustugi. Ilustracjq tej sytuacji moze by¢
przyktad z ksigzki Leonarda Mlodinowa, w ktorej autor pisze o nieoczeki-
wanej decyzji firmy Apple w odniesieniu do mechanizmu losowego wyboru
piosenek w jednym z modeli iPoda. Prawdziwa losowos¢ w wyborze piosenek
moze —jak wiadomo — prowadzi¢ do powtorzen tego samego utworu, ale czes¢
uzytkownikdw, stuchajac parokrotnie tej samej piosenki, nabrata przekonania,
ze dobdr wecale nie byt losowy. Ich presja na producenta byta na tyle silna,
ze Steve Jobs, zatozyciel Apple, stwierdzit ostatecznie, iz trzeba byto zmienic¢
mechanizm na mniej losowy po to, zeby wydawalo sig, ze jest bardziej losowy
[Mlodinow 2011, s. 203].

Podobnemu zludzeniu ulegamy takze w dluzszych sekwencjach nieza-
leznych zdarzen losowych, uznajac, na przyktad, za mniej prawdopodobne
wylosowanie w Lotto szesciu nastepujacych po sobie kolejnych liczb anizeli
szostki liczb reprezentujacych kilka réznych dziesiatek. Z jednej strony sktonni
jestesmy dostrzegac istnienie zaleznosci w sekwengji zdarzen od siebie nie-
zaleznych, z drugiej za$ — gotowi jestesmy przyja¢, ze pewne zdarzenia sa
niezalezne, mimo iz taczy¢ je moze wspolna przyczyna™.

™ Klasycznym przykladem pierwszej z tych sytuacji jest wiara hazardzisty w kasynie
(nie tylko w Monte Carlo), ze po kilkakrotnym wskazaniu jednego z koloréw szanse
na ukazanie si¢ innego w kolejnej rundzie rosna. Osoby te widzg zaleznos¢ tam, gdzie
jej faktycznie nie ma. Wspomina ich w swojej ksiazce znany wegierski pisarz Sandor
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Sama skomplikowana natura losowosci, a takze zmieniajace sie¢ otoczenie
i okolicznosci, w ktdrych zjawiska losowe sie realizuja, sprawiaja, ze nie
jest fatwo podac¢ uniwersalna, niezawodng w kazdych warunkach miare
prawdopodobienistwa. Dlatego definicja prawdopodobienstwa, okreslona
trzema aksjomatami Kotmogorowa, zawiera niezbedne warunki, jakie miara
probabilistyczna powinna spetniag, ale nie wskazuje, w jaki sposob okreslonym
zdarzeniom przyporzadkowac wartos¢ funkgji P, nazywanej prawdopodo-
bienstwem (lub miarg probabilistyczng).

Definicja 6.1

Niech dany bedzie zbior zdarzen elementarnych Q i wyrdzniona w nim
rodzina M podzbioréw tego zbioru. Miara probabilistyczna nazywamy funkgje
P okreslong na rodzinie zbioréw M

P:M — R

spelniajaca nastepujace warunki:
1. Kazdemu zdarzeniu A nalezacemu do sigma ciata M przyporzadkowana
jest w sposob jednoznaczny nieujemna liczba P(A) zwana prawdopo-

dobienstwem zdarzenia A:

P(A) >0

2. Dla zdarzen parami roztacznych zachodzi postulat przeliczalnej addy-
tywnosci:

()~ 2ren

3. Postulat unormowania:
P(Q)=1

Warto$¢ P(A) = p miary probabilistycznej P dla okreslonego zdarzenia A
nazywamy prawdopodobienstwem tego zdarzenia.

Marai, odwiedzajacy wiele lat temu Monte Carlo: ,,Oprocz cudownych hoteli i tropikalnej
wegetacji Monte Carlo bylo i pozostaje miejscem bezwzglednego oszustwa i pierwszo-
rzedna putapka na frajeréw. Wielu ludzi musiato tu pozostawi¢ nie tylko pieniadze, ale
rowniez egzystencje, a czasem nawet zycie. To sie zdarza, na cmentarzu przy kasynie
sq trzy tysigce grobow. (...) Oszustwo odbywa sie tu dostojnie i powaznie. Chciatoby sie
powiedzie¢: Smiertelnie powaznie” [Marai 2011, s. 41].
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W zastosowaniach rachunku prawdopodobienstwa korzysta sie najcze-
Sciej z jednej z trzech interpretacji prawdopodobienistwa, przy czym kazda
znich respektuje aksjomaty ujete w definicji 6.1. Sq to interpretacje: klasyczna
(Laplace’a), czestosciowa (statystyczna) oraz personalistyczna (subiektywna).

Klasyczna interpretacja prawdopodobienstwa (Laplace’a)

Jezeli rozwazany zbidr sktada sie ze skoniczonej liczby N zdarzen elementar-
nych wzajemnie si¢ wylaczajacych i jednakowo mozliwych, ijezeli wérdd nich
jest m zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A, to liczba

P(A) = (6.1)

Z|3

wyraza prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A.

Interpretacja ta, historycznie najstarsza’, odnosi sie jedynie do takich zda-
rzen, ktdre da sie ujacjako podzbiory jednakowo mozliwych, wylaczajacych sie
zdarzen elementarnych w zbiorze (). Na przyklad, gdy A oznacza zdarzenie
polegajace na uzyskaniu liczby parzystej w rzucie kostka do gry, to jest to zda-
rzenie, ktére mozna rozpatrywac jako zbior sktadajacy sie z nastepujacych
zdarzen elementarnych: uzyskanie dwoch oczek, uzyskanie czterech oczek
lub uzyskanie szesciu oczek. Do obliczenia prawdopodobienstwa uzyska-
nia parzystej liczby oczek w jednokrotnym rzucie kostka nie jest konieczne
wykonywanie zadnych doswiadczen, rzutéow czy eksperymentow. Znajomos¢
konstrukgji kostki jest wystarczajaca do obliczenia, ze prawdopodobienstwo
to wynosi ¥4. Podobnie rzecz si¢ ma z losowaniem kul réznych koloréw z urny,
gdy znany jest jej sktad, okreslonych kart z talii kart do gry itp. W rzeczy-
wistosci interpretacja ta ma zastosowanie tylko w tego typu , modelowych”
sytuacjach, w ktorych tatwo jest zastosowac wzory kombinatoryczne. Praktyka
zycia codziennego jest jednak bardziej zréznicowana i bardziej wymagajaca.
Rzadko w zagadnieniach ubezpieczeniowych, a wiec w réznych zagadnieniach
zycia ludzkiego lub gospodarczego, mamy do czynienia ze zdarzeniami, ktdre
mozna zdekomponowac na wylaczajace sie i jednakowo mozliwe zdarzenia
elementarne. Nie sposob interpretacje te zastosowac do obliczania prawdopo-
dobienistw takich zdarzen, jak: niewyptacalnos¢ klienta po roku od udzielenia
mu kredytu, uzyskanie okreslonej przedzialowo kwoty przychodu przez
przedsiebiorstwo po zakonczeniu zadania inwestycyjnego, wzrost kursu

> Wywodzi si¢ ona z prac Blaise’a Pascala (1623-1662), Jakoba Bernoulliego (1654-1705)
i Pierre’a Laplace’a (1749-1827).
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zlotego wzgledem euro do poziomu powyzej pewnego poziomu, udzial
w referendum co najmniej polowy uprawnionych do glosowania itp. Jest
to zaledwie kilka przykladow sposrod wielu zagadnien, w ktdrych nie da sie
zastosowac interpretacji klasycznej prawdopodobienstwa. Z tego powodu
w zagadnieniach ubezpieczeniowych, a szerzej rzecz ujmujac — w wigkszosci
zastosowan statystyki — prawdopodobienistwo interpretuje si¢ w kategoriach
obserwowanej czestosci wzglednej zdarzen (interpretacja czestosciowa).

Interpretacja czestosciowa (statystyczna) prawdopodobienstwa

Interpretacja ta dotyczy powtarzalnego procesu, w ktoérym istnieje mozliwos¢
obliczenia iloéci powtdrzen oraz tych przypadkow, w ktorych wystapito inte-
resujace nas zdarzenie. Prawdopodobienstwo rozumiane jest tu jako wartos¢
graniczna czestosci wzglednej pojawiania sie interesujacego nas zdarzenia,
gdy liczba zdarzen wzrasta do nieskonczonosci:

(6.2)

gdzie: n, - liczba przypadkoéw, kiedy pojawito si¢ zdarzenie A, N — liczba
powtorzen (doswiadczen, zdarzen, obserwacji).

W praktyce postugiwania si¢ tg interpretacja symbol granicy (pojecia
abstrakcyjnego) zostaje zastapiony symbolem réwnosci w przyblizeniu, przy
jednoczesnym postulowaniu duzej wartosci liczby obserwacji N:

P(A) ~ = (6.3)

Powtarzalnos¢ zdarzen jest w przypadku tej interpretacji pojeciem kluczo-
wym. Tylko bowiem w dtugiej serii powtarzalnych zdarzen mozna w sposéb
wiarygodny oszacowac wzgledng czestos¢” (prawdopodobienstwo) wybra-
nych, interesujgcych nas przypadkow (zdarzen). Korzystajac z tej interpretacji,
szacuje si¢ na przyklad prawdopodobienstwa wypadkéw ubezpieczeniowych.

Znaczenie czestosciowej (statystycznej) interpretacji prawdopodobienstwa
jest obecnie wigksze niz kiedykolwiek wczesniej. Spowodowane jest to moz-
liwoscig uzyskiwania wielu rzeczywistych lub symulowanych komputerowo
duzych ciaggéw zdarzen losowych. Siegnijmy najpierw do rzeczywistych,

76 Pojecie czestosci wzglednej (inaczej wskaznika struktury) zostato przedstawione w roz-
dziale 2.3.
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obserwowalnych ciagdéw zdarzen, ktére pozwalaja na postugiwanie sie
interpretacja czestosciowq. Konstrukcja tablic wymieralnosci i obliczenia
prawdopodobienstw dozycia okreslonego wieku przez osobe o ustalonych
charakterystykach odbywaja si¢ na podstawie duzej liczby danych demo-
graficznych z przesztosci. Podobnie przy ocenie prawdopodobienistwa, ze
kolejny klient nabywajacy polise ubezpieczenia komunikacyjnego spowo-
duje k wypadkoéw w ciggu najblizszego roku, bierze si¢ pod uwage dtugie
ciagi danych o ubezpieczonych w przesztosci. Tablice bonus-malus, bedace
podstawa okreslenia wielkosci skladki w ubezpieczeniach samochodowych,
sa rowniez tworzone w oparciu o dane o czestosci wzglednej okreslonych
zdarzen w minionych okresach. Interpretacje te wykorzystuje sie takze do
wyrazenia pewnych prawidtowosci statystycznych, np. do oszacowania
frakcji klientow tankujacych paliwo w stacji benzynowej, ktérzy dodatkowo
robia zakupy w nalezacym do niej sklepie. Oszacowanie tej frakgji staje sie
oceng prawdopodobienistwa, ze kolejny (losowo wybrany) klient stacji dokona
dodatkowo zakupoéw innych towaréw. We wszystkich tych sytuacjach nie
bytoby mozliwe zastosowanie interpretacji klasycznej, nieodwotujacej sie do
ciagdéw powtarzalnych zdarzen.

Zwigkszajace sie mozliwosci obliczeniowe komputeréw sprawiaja, ze
roénie popularnos$¢ symulacji stochastycznej jako jednej z technik szacowania
prawdopodobienistw w wielu réznych dziedzinach. Zaobserwowane w wielu
tysiacach eksperymentéw prawidlowosci sa czesto przedstawiane w katego-
riach prawdopodobienistwa ocenianego na podstawie czestosci wzglednej
wyrdznionych zdarzen w catym ciggu wykonanych eksperymentow. Jest
to typowe wykorzystanie interpretacji czestosciowej prawdopodobienstwa.

Interpretacja ta, mimo rosnacego jej znaczenia, nie jest pozbawiona
ograniczen i wad. Jej krytycy zwracaja przede wszystkim uwage na to, ze
powtorzenie nawet jeden raz doswiadczenia w identycznych warunkach jest
zwykle niemozliwe. Traktowanie ciagu rzeczywistych zdarzen ekonomicznych
jako zaistniatych w tych samych warunkach moze wiec by¢ zatozeniem zbyt
odbiegajacym od rzeczywistosci. Zwykle bowiem zrealizowanie si¢ ktéregos
z czynnikow ryzyka skutkujacego wystapieniem szkody prowadzi do podjecia
dziatann majacych na celu zapobiezenie wystapieniu szkody w przysztosci.
Kazda taka zmiana powoduje, Zze w jakim$ stopniu nieaktualne stajq sie
wszystkie wczeséniej dokonane obserwacje, a takze obliczone na ich podstawie
czestosci wzgledne.

W stosunku do klasycznej interpretacji interpretacja czestosciowa praw-
dopodobienistwa jest znacznie bardziej uzyteczna, dzigki odwotywaniu si¢ do
powtarzalnych zdarzen zamiast do nieprzystajacych zwykle do rzeczywistosci
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modeli tych zjawisk. Jej istotnym ograniczeniem jest zas to, ze nie moze
by¢ stosowana w odniesieniu do zjawisk rzadkich lub niepowtarzalnych
(np. wystapienie powaznej awarii w elektrowni, ogloszenie niewyptacalnosci
przez przedsigbiorstwo, utrata pracy przez dang osobe), a takze do zjawisk,
ktore co prawda powtarzaja sig, ale w zmieniajacych si¢ warunkach.

Potrzebe pomiaru niepewnosci w odniesieniu do zdarzen, ktére w prze-
sztosci wystepowaty rzadko albo nie wystepowaty wcale, rozumiano juz setki
lat temu. Angielski logik i filozof John Stuart Mill (1806-1873) pisat: ,Musimy
pamietac, ze prawdopodobienstwo jakiego$ zdarzenia nie jest wtasciwoscia
samego tego zdarzenia, lecz jedynie nazwa stopnia, w jakim mamy podstawe,
by tego zdarzenia oczekiwac. Prawdopodobienistwo jakiego$ zdarzenia dla
jednej osoby jest rzecza r6zng od prawdopodobienstwa tego samego zdarzenia
dla innej, albo dla tej samej osoby, gdy zdobedzie ona dodatkowe dane” [Mill
1962, s. 86].

W tym krotkim cytacie kryje sie cala istota tak zwanej personalistycznej lub
subiektywnej interpretacji prawdopodobienistwa, ktorej gléwnymi tworcami
byli Thomas Bayes, Leonard ]. Savage i Bruno de Finetti. Prawdopodobien-
stwo subiektywne staje sie szansa wszedzie tam, gdzie trudno jest stopien
niepewnosci wyrazi¢ za pomocg prawdopodobienistwa interpretowanego
klasycznie lub czestosciowo. Przelomowe jest w tej interpretacji dopuszczenie
subiektywnej wiedzy badacza (eksperta), jego doswiadczenia badz intuicji,
jako petnoprawnych zrédet informacji stuzacych do oszacowania prawdopo-
dobienstw zdarzen.

Personalistyczna interpretacja prawdopodobienstwa

Przez personalistyczne lub subiektywne prawdopodobienstwo tego, ze jakis
sad na temat zdarzenia A jest prawdziwy rozumie sie stopien pewnosci (ang.
degree of belief) lub przekonania danej osoby o prawdziwosci tego sadu. Zgodnie
z ta interpretacja prawdopodobienistwo na temat zdarzenia A jest przypisane
do danej osoby i moze by¢ rézne dla réoznych osob.

W przeciwienstwie do interpretacji czestosciowej prawdopodobienstwo
subiektywne jest traktowane personalistycznie i warunkowo ze wzgledu na
przesztos¢ i na cate otoczenie analizowanego zdarzenia. Jedynym ogranicze-
niem jest warunek, aby zbidr prawdopodobienstw byl dla danej osoby spdjny
i nie tamat postulatu logicznej zgodnosci: ,, Zgodne lub spojne oszacowania
sg dotad dopuszczalne, dopoki dana osoba czuje, ze odpowiadajg one jej
przekonaniom” [Winkler 1967, s. 1105]. Tak wigc danemu zdarzeniu nie musi
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koniecznie odpowiadac jedna wartos¢ prawdopodobienistwa. Moze ona by¢
rozna nie tylko dla réznych oséb, ale takze dla tej samej osoby w réznych
momentach czasu, wyrazajac zmieniajacy sie stan wiedzy tej osoby na temat
danego zdarzenia i jego uwarunkowan.

W praktyce interpretacje personalistyczna stosuje si¢ w tych sytuacjach,
kiedy do oceny prawdopodobienistw wystgpienia okreslonych zdarzen mozna
wykorzystac¢ wiedze ekspertow. Zwykle eksperckie oceny agreguje sie wedtug
okreslonych formut, aby zobiektywizowac ostateczny sad na temat szans
realizacji danego zdarzenia lub zdarzen.

W zagadnieniach ubezpieczeniowych —jak wczesniej wspomniano — pod-
stawowe znaczenie ma czestosciowa interpretacja prawdopodobieristwa oparta
na danych statystycznych z przesztosci. Role pomocnicza moze w pewnych
sytuacjach petic interpretacja personalistyczna.

6.2. Liczba szkdd i warto$¢ odszkodowan jako zmienne losowe

Znajac definicje prawdopodobieristwa, mozemy teraz rozwazy¢, w jaki sposob
mozna je wykorzysta¢ do przewidywania wystapienia wybranych zjawisk
ubezpieczeniowych. Ubezpieczenia krétkoterminowe, np. ubezpieczenie
OC pojazdu, charakteryzuja si¢ okreslonym, czesto jednorocznym okresem
ubezpieczenia oraz wyplata potencjalnie wielokrotnej liczby odszkodowan
wynikajacych z roszczen zgloszonych w okresie ochrony ubezpieczeniowej.
Liczba tych roszczen moze by¢ dosé¢ zréznicowana. Zaktad ubezpieczen bedzie
wiec zainteresowany informacja o skali roszczen, ktdrych moze spodziewac
sie¢ znowo wykupionej polisy. W przypadku ubezpieczenia OC pojazdu moze
to by¢liczba od 0 do nieraz 3 lub 4 roszczen, a teoretycznie moze ich by¢ duzo
wiecej (tab. 6.1).

Analizujac zestawione dane, zauwazymy, iz w przypadku wigkszosci polis
(63232 sposrod 67 856) nie zgtoszono zadnej szkody. Jedynie dla dwdch z nich
zgloszono az cztery roszczenia. Na tej podstawie mozemy wiec przypuszczac,
iz najbardziej prawdopodobne jest to, Ze nie zostanie zgtoszone Zadne rosz-
czenie. Mozemy takze sprobowac okresli¢ srednia liczbe szkdd, ktéra zostata
zgloszona dla jednej polisy w danym okresie. W omawianym przykladzie
bedzie to warto$¢ bliska zero. Sama srednia nie zobrazuje w petni zjawiska,
gdyz (jak ukazuja dane) mozliwe jest, iz zgloszona zostanie inna, potencjal-
nie wieksza liczba roszczen — jedno, dwa, a nawet trzy lub cztery. Srednia
powinna wiec zosta¢ uzupelniona o informacje ukazujaca odchylenie liczby



6.2. Liczba szkod i warto$¢ odszkodowan jako zmienne losowe 113

roszczen od liczby éredniej (por. rozwazania na temat miar opisu rozkladu
cech w rozdziale 2).

Tablica 6.1. Liczba roszczen zgtoszonych dla polis OC posiadaczy pojazdow mecha-
nicznych zakupionych w 2004 i 2005 r. w Australii

Liczba roszczen Liczba polis
0 63 232
1 4333
2 271
3 18
4 2
Razem 67 856

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie pliku danych ,,ausprivauto0405” z [Dutang,
Charpentier 2019].

W omawianym przypadku mozemy stwierdzi¢, ze prawdopodobieristwo
braku roszczen bylo bardzo duze, natomiast prawdopodobienstwo wysta-
pienia az czterech roszczen okazato sie znikome. Wykorzystujac poznana juz
czestosciowq definicje prawdopodobienistwa, mozemy oszacowac wartosc
prawdopodobienistwa, ze liczba roszczen wyniesie odpowiednio 0, 1, 2, 3 lub 4.
W tym celu liczbe polis, dla ktérych zgloszono dana liczbe roszczen, musimy
podzieli¢ przez taczna liczbe wszystkich polis 67 856.

Liczba roszczen z tytutu jednej polisy mogta przyjac piec roznych wartosci,
czyli 0, 1, 2, 3 lub 4. Ich realizacja nastepowata z réznym prawdopodobien-
stwem — mniejsza liczba roszczen byta bardziej prawdopodobna niz wigksza.
Jest to przykiad zmiennej losowe;.

Definicja 6.2
Zmienna losowa jest funkcja, ktora kazdemu zdarzeniu elementarnemu (czyli
wynikowi danego eksperymentu) przyporzadkowuje liczbe rzeczywista.

Oznacza to, iz pewna wielkos¢ (np. liczba roszczen z tytutu jednej polisy
w ciagu roku), ktéra z pewnym prawdopodobienistwem przyjmuje rézne
wartosci, jest zmienng losowa. Mozemy wyroézni¢ dwa rodzaje zmiennych
losowych — skokowe i ciagte.
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Definicja 6.3
Zmienna losowa skokowa przyjmuje przeliczalng liczbe wartosci.

Oznacza to, iz tak jak ma to miejsce w przypadku liczby roszczen, dla
kazdych z dwoch nastepujacych po sobie wartosci zmienna ta nie moze przyjac
zadnej wartosci znajdujacej sie pomiedzy nimi. Liczba roszczen z tytutu polisy
OC moze wynosic 0 lub 1, ale nie moze to by¢ 0,5 lub 0,75, jest to wiec zmienna
losowa skokowa.

Definicja 6.4
Zmienna losowa ciagla przyjmuje nieprzeliczalng liczbe wartosci, a wiec
wszystkie wartosci z danego przedziatu lub wszystkie liczby rzeczywiste.

Przyktadem takiej zmiennej jest wysokos$¢ odszkodowania, ktéra moze
przyja¢ dowolna wartos$¢ wieksza od zera.

Zmienng losowa oznacza sie zazwyczaj duza literg — czesto X. Dla liczby
szkod w zapisie matematyki ubezpieczeniowej wykorzystuje si¢ jednak litere K.
Tak wigec w omawianym przykladzie zmienna losowa K, zdefiniowana jako
liczba roszczen zglaszana dla jednej polisy OC sprzedanej w latach 2004-2005
w Australii, przyjmuje wartosci od 0 do 4 wlacznie, z prawdopodobienistwem
przedstawionym w tablicy 6.2. Jest to tak zwany rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej.

Definicja 6.5
Rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej to funkcja, ktéra kazdej
warto$ci zmiennej losowej przyporzadkowuje jej prawdopodobienstwo.

Wartosci zmiennej losowej oznaczane sq matymi literami, np. x,, x,, x5, ...,
natomiast odpowiadajgce im prawdopodobienstwa litera p, a wiec: p,, p,, p ...
(tab. 6.2). Wazna cecha rozkladu prawdopodobienstwa jest to, iz suma wszyst-
kich prawdopodobienstw zawsze wynosi 1.

Rozklad prawdopodobienistwa danej zmiennej losowej skokowej pozwala
nam odczytaé¢ prawdopodobienstwo, z jakim zmienna przyjmie okreslona
wartos¢, czyli P(K = x)) = p,. W analizowanym przyktadzie P(K = 2) = 0,00399,
co oznacza, ze prawdopodobienistwo, iz zmienna losowa K przyjmie warto$¢ 2
(liczba roszczen wyniesie dwa) jest rowne 0,00399.
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Tablica 6.2. Rozktad prawdopodobienistwa liczby roszczen

Liczba roszczen Prawdopodobienstwo
(x;) )
0 0,93186
1 0,06386
2 0,00399
3 0,00026
4 0,00003
Razem 1,00000

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie pliku danych ,,ausprivauto0405” z [Dutang,
Charpentier 2019].

Na podstawie rozkltadu prawdopodobienistwa zmiennej losowej mozna
ustali¢ kolejna opisujaca go funkcje. Okreslamy jg mianem dystrybuanty.

Definicja 6.6
Dystrybuanta zmiennej losowej to funkcja dana wzorem F(x,) = P(K <x,).

Dystrybuanta wyraza prawdopodobienstwo, iz zmienna losowa przyjmie
wartos¢ mniejsza od zalozonej. Aby ja obliczy¢, sumujemy prawdopodobien-
stwa osiagniecia wartosci mniejszych niz zadana. Dla analizowanej zmiennej
losowej skokowej, jaka jest liczba roszczen, ilustruje to tablica 6.3.

Tablica 6.3. Dystrybuanta liczby roszczen

Liczba , Prawdopodobienstwo Obliczanie Wartose
roszczen ®) dystrybuanty dystrybuanty
(x) l F(x)

0 0,93186 0 0

1 0,06386 =0+0,93186 = 0,93186

2 0,00399 =0,93186 + 0,06386 = 0,99572

3 0,00026 =0,99572 +0,00399 = 0,99971

4 0,00003 =0,99971 + 0,00026 = 0,99997
Razem 1,00000 =0,99997 + 0,00003 = 1,00000

Zrédto: Opracowanie wihasne na podstawie pliku danych ,ausprivauto0405” z [Dutang,
Charpentier 2019].

Dystrybuanta pozwala nam odczyta¢ prawdopodobienstwo, ze
zmienna losowa przyjmie wartos¢ mniejsza niz zadana. Przyktadowo,
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prawdopodobienstwo, ze liczba roszczen bedzie mniejsza niz 3 (a wiec przyj-
mie wartos¢ 0, 1 lub 2) wynosi 0,99971. Funkcja ta jednoznacznie definiuje
rozktad prawdopodobienstwa. W przypadku zmiennych losowych ciagtych,
ktdre zostang omdwione w nastepnym podrozdziale, obliczenia wykonywane
za pomoca dystrybuanty sg prostsze niz przy uzyciu rozktadéw prawdopo-
dobienstw.

Wiemy juz, jakie jest prawdopodobienstwo wystgpienia okreslonej liczby
roszczen dla jednej polisy. Mozemy teraz zastanowic sig, jaka bedzie srednia
liczba roszczen zgtoszonych z tytutu sprzedanych polis OC (oczywiscie
przy zatozeniu, iz rozklad prawdopodobienistwa liczby roszczen dla polis
sprzedanych w przyszlosci nie zmieni si¢ w stosunku do przedstawionego
w tablicy 6.2). Na podstawie rozkltadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej
obliczamy $rednig, nazywana wartoscia oczekiwang. W przypadku zmiennej
losowej skokowej sposob obliczania jest bardzo podobny do wyznaczania
$redniej arytmetycznej wazonej (por. rozdzial 2.1): poszczegodlne wartosci
zmiennej nalezy pomnozy¢ przez odpowiadajace im prawdopodobienstwo,
a uzyskane wyniki zsumowac [por. Keller 2012, s. 218; Crawshaw, Chambers
2001, s. 245]. W omawianym przyktadzie warto$¢ oczekiwana liczby roszczen
E(K) wyznaczamy nastgpujgco:

E(K) = 0x0,93186 +1 x 0,06386 +2 x 0,00399 + 3 x 0,00026 + 4 x 0,00003 = 0,073

Warto$¢ oczekiwana jest to wiec $rednia wazona liczba roszczen, wyko-
rzystujaca jako wagi przypisane im prawdopodobienistwa. Uzyskany wynik
oznacza, ze z tytulu jednej polisy zaklad ubezpieczen moze oczekiwac 0,073
roszczenia.

Analizujac rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej, warto oprocz
warto$ci oczekiwanej okreslic jego zréznicowanie. W tym celu wykorzystuje
sie znane miary dyspersji, takie jak wariancja D*(K) i odchylenie standardowe
D(K). Wariancje obliczamy jako sredniag wazong kwadratéw réznic pomiedzy
wartosciami zmiennej losowej a jej wartoscia oczekiwang, ponownie wyko-
rzystujac prawdopodobienstwa jako wagi (por. rozdziat 2.1) [Crawshaw,
Chambers 2001, s. 249]. Dla omawianego przyktadu wariancja wynosi:

D(K) = (0 — 0,073)2x 0,93186 + (1 — 0,073)>x 0,06386 + (2 — 0,073)? x 0,00399
+ (3 - 0,073)>x 0,00026 + (4 — 0,073)2 x 0,00003 = 0,0773
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Interpretacja wariangji jest malo intuicyjna, ze wzgledu na wystepujace
we wzorze potegi kwadratowe. Z tego powodu oblicza si¢ odchylenie stan-
dardowe, czyli pierwiastek kwadratowy z wariangji:

D(K) = +0,0773 = 0,278

Oznacza to, ze liczba roszczen zglaszanych z tytutu jednej polisy rézni sie
$rednio od wartosci oczekiwanej o 0,278.

Kolejnym zagadnieniem zwigzanym ze zmiennymi losowymi, ktére moze
by¢ istotne dla zaktadu ubezpieczen, jest asymetria rozkladu, a wiec okreslenie,
czy bardziej prawdopodobne sa liczby roszczen wieksze czy tez mniejsze niz
ich srednia (por. rozdziat 2.1). Moment trzeci wzgledny oznaczany jako o,
obliczamy podobnie jak wariancje, z tym ze podnoszenie réznic do kwadratu
zastgpione jest potega trzeciego stopnia. Nastepnie uzyskany wynik dzielimy
przez odchylenie standardowe podniesione do trzeciej potegi. Dla omawianego
przyktadu:

(0 -0,073)°x 0,93186 + (1 — 0,073)> x 0,06386 + (2 — 0,073)* x 0,00399
+ (3= 0,073)*x 0,00026 + (4 — 0,073)° x 0,00003 = 0,0876

0,0876
Stqd a; = W =4]1.

Uzyskany wynik wskazuje, Ze rozklad liczby szkdéd charakteryzuje sie
bardzo silng asymetrig dodatnia, co oznacza, ze dla wigekszosci polis liczba
roszczen z ich tytutu bedzie mniejsza niz $rednia wartos¢ wynoszaca 0,073.

Kolejne zastosowanie rozkladu zmiennej losowej to modelowanie wartosci
odszkodowania. Kwota odszkodowania moze przybra¢ dowolna wartos¢
nieujemng, tak wigc mozemy ja modelowac za pomoca zmiennej losowej
ciaglej X. Wazna réznica pomiedzy zmiennymi skokowymi i ciagltymi jest
to, iz dla zmiennej losowej ciagglej prawdopodobienstwo, iz przyjmie ona
jedna, konkretna warto$¢ wynosi 0 [szerzej: Ross 2002, s. 187]. Z tego powodu
dla zmiennej ciagtej nie mozemy wyznaczy¢ rozkladu prawdopodobieristwa
P(X = a), natomiast obliczamy prawdopodobienstwo, iz zmienna ta przyjmie
warto$¢ z okreslonego przedziatu P(a < X <b). Wiaze sie to z obliczeniem pola
powierzchni pod krzywa tak zwanej funkcji gestosci zmiennej losowej f(x),
a wiec za pomoca catki.

Podobnie jak dla zmiennej skokowej, rowniez dla zmiennej ciagtej dys-
trybuanta zdefiniowana jest jako F(a) = P(X < a). Warto zauwazy¢, iz prawdo-
podobienstwo, iz zmienna losowa przyjmie wartosci z zadanego przedziatu
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mozna obliczy¢ jako P(a < X < b) = P(X < b) — P(X < a) = F(b) — F(a), a wiec
z wykorzystaniem dystrybuanty.

Przyktadowo, funkcja gestosci rozktadu zmiennej losowej opisujacej war-
tos¢ szkoéd (w euro) moze wygladac nastepujaco:

_ [-0,0002x+0,02dla0 < x < 100
f9 =\ 0dla pozostatych x

Dystrybuanta, obliczana jako catka z funkcji gestosci, to:
F(x) = -0,0001 x2+0,02x

Prawdopodobienstwo, iz wysoko$¢ szkody bedzie mniejsza niz 50 euro
Wynosi:

F(50) = -0,0001 x 502+ 0,02 x50 = 0,75

Z kolei prawdopodobienstwo, iz wysokos¢ szkody bedzie mniejsza niz
100 euro wynosi:

F(100) = 0,0001 x 100%+0,02 x 100 = 1

Prawdopodobienistwo wystapienia szkody z danego przedziatu oraz
dystrybuante przedstawia tablica 6.4.

Tablica 6.4. Prawdopodobienstwo wartosci odszkodowan przy zatozonej funkcji
gestosci rozktadu

Wartos¢ odszkodowania (w euro) Prawdopodobienstwo Dystrybuanta
0-10 0,19 0,19
10-20 0,17 0,36
20-30 0,15 0,51
30-40 0,13 0,64
40-50 0,11 0,75
50-60 0,09 0,84
60-70 0,07 091
70-80 0,05 0,96
80-90 0,03 0,99
90-100 0,01 1,00
Razem 1,00 X

Zrédlo: Opracowanie wiasne.
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Tak jak w przypadku zmiennej skokowej rozktad zmiennej losowej ciagtej
mozna opisa¢ za pomoca okreslonych parametréw. Ich obliczenie wymaga
zastosowania metod catkowania [por. Ross 2002]. Dla omawianego przykfadu
warto$¢ oczekiwana to E(X) =33,33. Zaktad ubezpieczen moze wiec oczekiwac,
iz wysokos$¢ odszkodowania dla tego rodzaju polis wyniesie srednio 33,33 euro.
Jednak rzeczywista wysoko$¢ odszkodowania moze by¢ mniejsza lub wigksza.
Zrdznicowanie to ilustruje wariangja, ktéra wynosi D*(X) = 555,78, oraz odchy-
lenie standardowe, czyli pierwiastek z wariancji: D(X) = 555,78 = 23,57. Tak
wiec srednio wysokosci odszkodowan beda roznic sie od warto$ci oczekiwanej
wynoszacej 33,33 euro o 23,57 euro.

Aby zbadac asymetrie rozktadu, obliczamy moment trzeci wzgledny, ktory
wynosi a, = % = 0,57. Badany rozklad charakteryzuje sie staba asymetria
dodatnia, co oznacza, ze nieco wiecej odszkodowan bedzie miato wartos¢
mniejsza niz $rednia 33,33 euro.

Po przeczytaniu rozdzialu Czytelnik powinien:

¢ znac definicje miary probabilistycznej,

* znac rozne definicje prawdopodobienstwa,

* umiec rozrozni¢ zmienne losowe skokowe i ciagte,

* umie¢ wyznaczy¢ rozklad prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej
skokowej,

* umiec obliczy¢ parametry rozkltadu prawdopodobienistwa: wartos¢
oczekiwang, wariancje, odchylenie standardowe.

Pytania sprawdzajace
1. Jakie musza by¢ spetnione warunki, aby mozna byto zastosowac kla-
syczng definicje do obliczenia prawdopodobienstwa?
2. Podaj przyktad zjawisk ubezpieczeniowych, ktére mozna modelowac
za pomoca zmiennej losowej skokowej i zmiennej losowej ciagte;.
3. Ktora z ponizszych tablic przedstawia rozktad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej, a ktéra nie? Dlaczego?

A
Liczba szkdd 0 1 2
Prawdopodobienstwo 0,5 0,5 0,1
B
Liczba szkdd 0 1 2
Prawdopodobienstwo 0,4 0,5 0,1
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C
Liczba szkod 0 1 2
Prawdopodobienstwo -0,2 0,8 0,4

4. Jak zinterpretowac warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej?

5. Ktoéra miara rozproszenia jest fatwiejsza w interpretacji — wariancja czy
odchylenie standardowe? Dlaczego?
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Wilasnosci i zastosowanie wybranych rozkladow
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malny, rozktad wyktadniczy, rozktad chi kwadrat, aproksymacja rozktadem

7.1. Wlasnosci wybranych rozkladéw skokowych opisujacych
liczbe szkod

Liczba szkdd jest zmienna losowa skokowg, ktéra moze by¢ opisana wieloma
teoretycznymi rozkladami prawdopodobienistwa. Najbardziej znane sposrod
nich to rozklad zero-jedynkowy, dwumianowy oraz Poissona.

Rozklad zero-jedynkowy

Jest to najprostszy rozklad zmiennejlosowej skokowej. Zakltadamy, iz zmienna
losowa moze przyjac tylko dwie wartosci: jeden lub zero. Jezeli chcemy wyko-
rzysta¢ go do modelowania liczby szkdd w ubezpieczeniach, rozpatrujemy
prosty przypadek, gdy szkoda wystapita lub nie. JeZeli prawdopodobienstwo
wystapienia szkody wynosi p, wowczas prawdopodobienstwo, iz szkody nie
byto wynosi 1 - p (prawdopodobienistwa musza sumowac si¢ do jedynki).
Rozkltad prawdopodobienistwa mozemy wowczas zapisac jako:

P(K=1)=p
P(K=0)=1-p (7.1)

Wartos¢ oczekiwana w tym przypadku wynosi p, a wariancja p(1 - p).
Rozklad ten mozemy wykorzysta¢ na przykltad przy modelowaniu indywi-
dualnego ubezpieczenia na zycie.
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Przyklad 7.1
Prawdopodobienstwo wyptaty w indywidualnym ubezpieczeniu na zycie
wynosi 0,1. Warto$¢ oczekiwana liczby roszczen to 0,1, wariancja wynosi 0,09,
a odchylenie standardowe 0,3, czyli srednio liczba roszczen bedzie si¢ réznic
od wartosci oczekiwanej o0 0,3.

Rozktad zero-jedynkowy mozemy rozszerzy¢ na wigksza liczbe mozli-
wych zdarzen niz tylko zero lub jeden. Nazywa si¢ on wowczas rozktadem
dwumianowym.

Rozklad dwumianowy

Zakladamy, iz zmienna losowa przyjmuje przeliczalna liczbe wartosci - liczby
catkowite od zera do pewnego okreslonego maksimum. Mozemy wigc wyko-
rzystac ten rozktad do modelowania liczby szkdd w grupowym ubezpieczeniu
na zycie, gdzie grupa sklada sie z okreslonej liczby uczestnikdw. Aby mozna
byto wykorzystac rozktad dwumianowy, spetnione musza by¢ dwa zatozenia.
Po pierwsze, prawdopodobienstwo roszczenia musi by¢ takie samo dla kazdej
jednostki (kazdego uczestnika). Po drugie, roszczenia musza by¢ niezalezne,
a wiec wystgpienie jednego z nich nie moze mie¢ wpltywu na prawdopodo-
bienstwo wystapienia kolejnych roszczen [Aczel 1989, s. 93].

Wz6r na prawdopodobienstwo rozkladu dwumianowego wyglada naste-

pujaco:
K=0=3)p(1-p) ", x=012 ..., (7.2)

gdzie n to liczba wszystkich uczestnikow, p oznacza natomiast prawdopodo-
bienstwo indywidualnego roszczenia, x — liczba roszczen.

Przyklad 7.2
Firma zatrudniajaca osiem osob wykupita dla pracownikéw grupowe ubezpie-
czenie na zycie. Szacuje, iz prawdopodobienistwo wystapienia z roszczeniem
wynosi dla kazdego ubezpieczonego 0,1.

Prawdopodobienstwo, iz sposrod osmiu pracownikéw zostang zgtoszone
dwa roszczenia (P(K = 2)) obliczamy nastepujaco:

8

P(K=2) = (2

) 0,120,9°=10,1488
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Kazde roszczenie zglaszane jest z prawdopodobienstwem 0,1. Obliczane
jest prawdopodobienstwo dwoch niezaleznych roszczen, a wiec 0,12. Pozostale
sze$¢ 0sob nie zglosi roszczenia (brak roszczenia ma prawdopodobienstwo

1-0,1=0,9), a wiec 0,9°. Wyrazenie <§

dwdch roszczen zgtoszonych sposrod osmiu pracownikow.

> wyznacza liczbe mozliwych kombinagji

W analogiczny sposéb mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwa dla pozo-
stalych wartosci zmiennej losowej. Przedstawiono je w tablicy 7.1.

Tablica 7.1. Prawdopodobienstwa rozkladu dwumianowego dla 7 =8 (o$miu pracow-
nikéw), p=0,1 (prawdopodobienstwo roszczenia to 0,1)

Liczba roszczen Sposéb obliczania Prawdopodobienstwo

0 P(K=0) = (g) 0,1°00,0° = 0,4305
1 Pk=1)=(3) 01109 = 0,3826
0,120,96 = 0,1488

0,1°0,9°= 0,0331

0,140,9*= 0,0046

6 P(K=6) = 2 0,160,92 = 0,00002

0,170,9' = 0,0000007

1o
=)
)
)
Jo1509- 00004
)
)
- (s)

0,1%0,9°= 0,00000001

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Wyznaczony w ten sposob rozklad prawdopodobienistwa mozemy przed-
stawi¢ na wykresie (rys. 7.1).
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Rysunek 7.1. Prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego dlan =8, p=0,1

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Mozemy zauwazy¢, iz najbardziej prawdopodobna liczba roszczen jest 0.
Im wigksza liczba roszczen, tym mniejsze prawdopodobienistwo przypisuje
takiemu zdarzeniu rozklad dwumianowy. Jaka bedzie srednia liczba roszczen?
Dla rozktadu dwumianowego wzor na wartos¢ oczekiwang to E(K) = n x p.
W omawianym przyktadzie warto$¢ oczekiwana to E(K) =8 x 0,1 =0,8. Warian-
¢ja natomiast wynosi DX(K)=n xp x (1-p)=8x 0,1 x0,9=0,72, a odchylenie
standardowe D = /0,72 = 0,85. Oznacza to, iz zaklad ubezpieczerh moze
spodziewac sie 0,8 roszczenia w przypadku grupowego ubezpieczenia na
zycie o$miu pracownikow, przy czym srednio liczba roszczen bedzie réznic
sie od wartosci oczekiwanej o 0,85 roszczenia.

Rozktad dwumianowy jest rozktadem niesymetrycznym, poza przypad-
kiem gdy prawdopodobienstwo p = 0,5. Moment trzeci wzgledny oblicza sie
wedtug wzoru:

a = 1-2p _ 1-2x0,1
* T mli-p)  B=01%09

= 0,94

W omawianym przypadku wystepuje wiec umiarkowana asymetria
dodatnia.
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Rozklad Poissona

Kolejny rozktad, ktory bardzo czesto wykorzystuje si¢ do modelowania liczby
szkod, to rozklad Poissona. W przeciwienistwie do rozktadu dwumianowego
nie wymaga, aby zostata z géry okreslona maksymalna liczba szkod”,
mozemy wiec wykorzysta¢ go do modelowania liczby szkdd, np. na polisach
OC posiadaczy pojazdéw mechanicznych. Nalezy zalozy¢, iz srednia liczba
szkod (w danym okresie, np. w ciagu roku) jest znana i skoniczona. Wzér na
prawdopodobienstwo rozktadu Poissona to:

P(K=x) =%

(7.3)

gdzie A to érednia liczba roszczen, e natomiast to stata Eulera (wynoszaca
okoto 2,72).

Przyklad 7.3

Srednia liczba zgtoszonych roszczen na polisach OC posiadaczy pojazdéw
mechanicznych w ciggu roku wynosi 1,2. Prawdopodobienistwo, iz w ciagu
roku zostana zgloszone dwa roszczenia oblicza si¢ nastepujaco:

P(K=2) =12 = 02169

W analogiczny sposéb mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwa dla pozo-
statych wartosci zmiennej losowej. Przedstawiono je w tablicy 7.2.

Tablica 7.2. Prawdopodobienstwa rozktadu Poissona dla A = 1,2

Liczba roszczen Sposdb obliczania Prawdopodobienstwo
0 PK=0)= 52 03012
1 PK=1)= 2 03614
2 PK=2= !1'22 - 02169
3 PK=3)= 2 - 0,0867

7 Wiecej o rozktadzie Poissona np. w: [Crawshaw, Chambers 2001, s. 292].
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Tablica 7.2. cd.

7. Wlasnosci i zastosowanie wybranych rozkltadéw zmiennych losowych

Liczba roszczen Sposéb obliczania Prawdopodobienstwo
4 PK=4) =" 0,0260
5 P(K=5)= % = 0,0062
6 P(K=6)= 2 0,0012
7 PK=7)= 1 - 0,0002
itd.

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Prawdopodobienstwa wyznaczone dla kolejnych, wyzszych liczb rosz-
czen, czyli 8, 9, 10..., beda coraz mniejsze. Obliczone prawdopodobienistwa
przedstawia rysunek 7.2.
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Z
£ 0,10
0,05 I
0’00 - —
0 1 2 3 4 5 6 7

Liczba roszczen

Rysunek 7.2. Prawdopodobienstwa rozktadu Poissona dla A = 1,2

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Wedlug przyjetego modelu Poissona najbardziej prawdopodobna liczbg
szkod jest 1. Wartosci wigksze od 5 charakteryzuja sie bardzo matym praw-
dopodobienstwem.
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W rozkladzie Poissona wartos¢ oczekiwana réowna jest A (E(K) = A), co
oznacza, ze w omawianym przykladzie E(K) =1,2. Wariancja to rowniez A, czyli
D*K) = A =1,2, a odchylenie standardowe D = \1,2 = 1,095. Mozemy wiec
oczekiwac érednio 1,2 roszczenia w ciagu roku, przy czym rzeczywista liczba
roszczen $rednio rozni sie od wartosci oczekiwanej o 1,095. Z kolei moment
trzeci wzgledny to a; = A7%° = 1,2795 = 0,91. Wskazuje, ze wystepuje tu
umiarkowana asymetria dodatnia. Wiecej polis bedzie wiec charakteryzowato
si¢ mniejsza liczba roszczen niz warto$¢ oczekiwana wynoszaca 1,2.

7.2. Wlasnosci wybranych rozkladow ciaglych opisujacych
wartosci odszkodowan

Wartos¢ odszkodowan wyptacanych przez zaklad ubezpieczen to zmienna
losowa ciagta, ktéra moze by¢ opisywana wieloma rozktadami teoretycznymi.
Do najczesciej stosowanych naleza rozklad jednostajny, normalny, wyktad-
niczy oraz chi kwadrat. Znajac rozklad zmiennej losowej ciaglej, mozemy
obliczy¢ prawdopodobienstwo, iz zmienna losowa (np. wysokos¢ zgloszonej
szkody) przyjmie wartos¢ z pewnego przedziatu.

Rozklad jednostajny

Zatozeniem rozkladu jednostajnego jest stata funkcja gestosci, co oznacza
identyczne prawdopodobienstwo, iz wysokos¢ szkody znajdzie si¢ w tak
samo szerokich przedziatach, np. od 0 do 100 zi, od 100 do 200 z1, od 200 do
300 zt itd. Mozna go wiec wykorzysta¢ do modelowania szkdd, ktére z takim
samym prawdopodobienstwem przyjma wartos¢ niska, umiarkowana lub
wysoka. Wzor na dystrybuante rozktadu jednostajnego w przedziale (a, b) to:

Odlax <a
F(x) = {p—gdlaa < x <b (7.4)
ldlax 2 b

Funkcja gestosci jest funkcja stata, o wzorze:

fo bL_adlaa<x<b 75)
x) = .
0 dla pozostatych x
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Przyklad 7.4
Wysokos¢ szkody komunikacyjnej ma rozklad jednostajny w przedziale od 0
do 100 euro z dystrybuanta postaci:

Odlax <0
F(x) = {7ggdla0 < x < 100

1dlax > 100

W tym wypadku prawdopodobienistwo, ze wysokos¢ szkody bedzie
zawierac sie np. w przedziale od 10 do 20 to F(20) - F(10) = 12T00 - 11—00 =0,1.
Prawdopodoblenstwo ze szkoda przyjmie wartosci z przedziatu od 20 do 30
to F(30) - F(20) = 100 12000 0,1, a prawdopodobienstwo, ze wysokosc szkody
bedzie zawierac sie w przedziale od 40 do 50 wynosi F(50) — F(40) = W_W =01
i tak dalej. W omawianym przykladzie funkcja gestosci prezentuje sie jak na

rysunku 7.3.
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Rysunek 7.3. Funkgja gestosci rozkladu jednostajnego w przedziale (0, 100)

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

b

Wartos¢ oczeklwazna tego rozkladu wyrazona jest jako E(X) =
Ga to DA(X) =
rozkladu jednosta]nego $rednia wartosc szkody to po prostu srodek przedziatu,
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ktéry w analizowanym przypadku wynosi 50. Wariancja wynosi 833,33,
a odchylenie standardowe jest rbwne D(X) = 833,33 = 28,87.

Rozklad normalny

Bardzo czesto stosowanym rozkladem zmiennej losowej ciaglej jest rozktad
normalny. Rozklad ten jest symetryczny. Gdy modelujemy za jego pomoca
wysokos¢ szkod, oznacza to, iz z najwiekszym prawdopodobienstwem
szkoda przyjmie wartos¢ zblizona do sredniej, a im wieksza réznica pomiedzy
wysokoscig szkody a srednig, tym mniejsze jej prawdopodobienstwo. Funkcja
gestosci tego rozkladu opisana jest wzorem:

foo) = \/%ae’“’“’”‘” dlax € R (7.6)

Wartosci prawdopodobienstwa podane sa w tablicach statystycznych,
a takze dostepne w pakietach komputerowych przystosowanych do obliczen
statystycznych.

Wykres funkgcji gestosci rozktadu normalnego to charakterystyczna krzywa
w ksztalcie dzwonu, symetryczna. Jest zdefiniowana dwoma parametrami:
wartoscig oczekiwana u, ktora okresla potozenie krzywej wzgledem osi x,
oraz odchyleniem standardowym o, okreslajacym, jak sptaszczony czy smukty
jest ksztalt. Zmienna losowa opisana rozkladem normalnym moze przyjac
dowolna warto$¢, takze ujemna, z tego powodu moze on by¢ nieodpowiedni
do modelowania niektdrych zjawisk ubezpieczeniowych.

Przyklad 7.5

Zaktad ubezpieczen szacuje, iz wysokos¢ odszkodowan ma rozktad normalny
o wartosci oczekiwanej 50 euro i odchyleniu standardowym 12 euro. Praw-
dopodobienistwa dla okreslonych przedzialéw odczytane z tablic rozktadu
normalnego przedstawia tablica 7.3.

Tablica 7.3. Prawdopodobienistwo wartosci odszkodowan dla rozkladu normalnego
z parametrami =50, 0 =12

Wartos¢ odszkodowania Prawdopodobienstwo Dystrybuanta
0-10 0,0004 0,0004
10-20 0,0058 0,0062
20-30 0,0416 0,0478
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Tablica 7.3. cd.

Warto$c¢ odszkodowania Prawdopodobienstwo Dystrybuanta
30-40 0,1545 0,2023
40-50 0,2977 0,5000
50-60 0,2977 0,7977
60-70 0,1545 0,9522
70-80 0,0416 0,9938
80-90 0,0058 0,9996
90-100 0,0004 1,0000
Powyzej 100 0,0000 X

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Mozemy zauwazy¢, ze prawdopodobienistwa poczatkowo rosna, maksi-
mum osiagaja w przedziatach 40-50 oraz 50-60, a nastepnie maleja. Uwage
zwraca takze symetria rozktadu, co wida¢ na rysunku 7.4.
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Rysunek 7.4. Funkgja gestosci rozktadu normalnego z parametrami p = 50, o = 12

Zrédlo: Opracowanie wiasne.

Zmiana wartosci oczekiwanej nie wptynie na ksztalt krzywej, powodujac
jedynie przesuniecie wykresu w lewo lub w prawo. Natomiast zmiana wartosci
odchylenia standardowego zmodyfikuje ksztatt wykresu —im wigksza wartos¢
odchylenia, tym nizszy i bardziej sptaszczony bedzie ksztalt krzywej (rys. 7.5).
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Rysunek 7.5. Funkcja gestosci rozkladu normalnego dla réznych wartosci odchylenia
standardowego i $redniej rownej 50

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Rozklad wykladniczy

Jest to rozklad niesymetryczny, o asymetrii prawostronnej. Zmienna losowa
o rozkladzie wykladniczym przyjmuje wartosci nieujemne, przez co czesto
model wyktadniczy wykorzystywany jest w ubezpieczeniach do opisu wyso-
kosci szkdd. Asymetria oznacza, iz z najwiekszym prawdopodobienstwem
wystapia szkody o niskiej wysokosci, a im wyzsza wysokos¢ szkody, tym
mniejsze prawdopodobienstwo jej wystapienia.

Funkcja gestosci rozkladu wyktadniczego ma nastepujacy wzor:

fix) = Ae?™dlax 2 0,0dlax <0 (7.7)
dystrybuanta natomiast opisana jest jako

Fix) =1-e?dlax =2 0,0dlax <0 (7.8)
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Rozklad wyktadniczy charakteryzuje jeden parametr A, bedacy odwrotno-
Scia $redniej. Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej to E(X) = %, a wariancja
2 _ 1
D*X) = -

Przyklad 7.6

Do modelowania wysokosci szkod zaklad ubezpieczen wykorzystuje rozklad
wykladniczy, z parametrem A rownym 0,04. Prawdopodobienistwa obliczone
dla okreslonych przedzialéw wartosci odszkodowania przedstawia tablica 7.4,
a wykres funkgji gestosci rysunek 7.6.

Tablica 7.4. Prawdopodobienstwo wartosci odszkodowan dla rozktadu wykladniczego
zA=0,04

Wartos¢ odszkodowania Prawdopodobienstwo Dystrybuanta
0-10 0,3297 0,3297
10-20 0,2210 0,5507
20-30 0,1481 0,6988
30-40 0,0993 0,7981
40-50 0,0666 0,8647
50-60 0,0446 0,9093
60-70 0,0299 0,9392
70-80 0,0200 0,9592
80-90 0,0134 0,9727
90-100 0,0090 0,9817
Powyzej 100 0,0183 1,0000

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Z rysunku 7.6 wynika, ze prawdopodobienistwa w rozkladzie wyktadni-
czym maleja w miare wzrostu wartosci odszkodowania.

Mozemy zauwazy¢, iz coraz wyzsze wartosci szkody charakteryzuja sie
coraz mniejszym prawdopodobienstwem ich realizacji. Wartos¢ oczekiwana
zmiennej losowej w omawianym przykladzie wynosi E(X) = O,ﬁ= 25, a warian-
cja D¥(X) = 625, z odchyleniem standardowym réwnym D(X) = V625 = 25.
Moment trzeci wzgledny w przypadku tego rozkladu zawsze wynosi 2, a wiec
rozktad wykladniczy charakteryzuje si¢ silng asymetria dodatnia.

Zmiana wartosci parametru A zmodyfikuje ksztalt wykresu — ukazuje
to rysunek 7.7.
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Rysunek 7.6. Funkcja gestosci rozkladu wyktadniczego z A = 0,04

Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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Rysunek 7.7. Funkgja gestosci rozkltadu wykladniczego dla réznych wartosci A

Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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Rozklad chi kwadrat

Podobnie jak wykfadniczy, rowniez rozklad chi kwadrat jest niesymetryczny.
Zmienna losowa przyjmuje wylacznie wartosci nieujemne, a wiec mozna
wykorzysta¢ go do modelowania wysokosci szkéd. W przeciwienstwie do
rozktadu wykladniczego, ktory przypisywal najwieksze prawdopodobienistwo
szkodom w najmniejszej wysokosci, ksztatt rozktadu chi kwadrat mozna zmo-
dyfikowad tak, iz z najwiekszym prawdopodobienstwem wystapia szkody
w wysokosci zblizonej do sredniej. Funkcja gestosci tego rozktadu przyjmuje
ksztalt zalezny od jednego parametru, tak zwanych stopni swobody v, co
wyraza wWzor:

fo) = Emxv2le2dlax > 0,0dlax <0 (7.9)
gdzie I'(v/2) to wartos¢ funkcji gamma [Ross 2002, s. 218]. Wartos¢ oczekiwana
réwna jest liczbie stopni swobody, natomiast wariancja to dwukrotnos¢ liczby
stopni swobody.

Przyktad 7.7

Do oszacowania prawdopodobienstwa wysokosci szkdd zaktad ubezpieczen
wykorzystuje rozktad chi kwadrat, z parametrem v réwnym 45. Wartosci
prawdopodobienstwa obliczone dla okreslonych przedzialéw przedstawia
tablica 7.5, a wykres funkcji gestosci rysunek 7.8.

Tablica 7.5. Prawdopodobienstwo wartosci odszkodowan dla rozktadu chi kwadrat
zv=45

Wartos¢ odszkodowania Prawdopodobienstwo Dystrybuanta

0-10 0,0000 0,0000
10-20 0,0005 0,0005
20-30 0,0414 0,0419
3040 0,2748 0,3167
40-50 0,4018 0,7185
50-60 0,2149 0,9334
60-70 0,0567 0,9901
70-80 0,0089 0,9990
80-90 0,0009 0,9999
90-100 0,0001 1,0000

Powyzej 100 0,0000 X

Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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Prawdopodobienstwa realizacji badanej zmiennej losowej poczatkowo
rosng wraz ze wzrostem wartosci odszkodowania, nastepnie maleja, co ilu-
struje rysunek 7.8.
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Rysunek 7.8. Funkgja gestosci rozktadu chi kwadrat z v =45

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Dla omawianego przykladu E(X) = v = 45, D*(X) = 2v = 90. Moment trzeci
wzgledny to a, =V8/v =8/45 = 0,42, co wskazuje na stabg asymetri¢ dodatnia.
Zmiana wartosci parametru v zmodyfikuje ksztalt wykresu (rys. 7.9).

0,100
3 a
£ 0,080
1 I\
.— 0,060
£ 0,040 >
a8
~Q
*§ 0,020
é0,000 a» b’ ‘EED ¢ CEDO EED o ¢

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
Wysoko$¢ szkody (EUR)
- ev=10 v=20 e =45

Rysunek 7.9. Funkgja gestosci rozkladu chi kwadrat dla réznych wartosci v

Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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7.3. Aproksymacja rozkladow liczby szkéd i rozkladéw wartosci
odszkodowan

W poprzednich podrozdziatach zastosowalismy zmienne losowe i ich roz-
ktady do wskazania oczekiwanej przez zaktad ubezpieczen liczby szkod lub
wysokosci odszkodowan. Dobor odpowiedniego rozkltadu ma tu kluczowe
znaczenie. Aby stwierdzi¢, ktéry rozktad najlepiej odzwierciedla zjawiska
istotne dla zakltadu ubezpieczen, porownuje si¢ dane rzeczywiste (np. liczbe
polis, dla ktérych zgloszono okreslona liczbe roszczen) z warto$ciami, ktérych
mogliby$Smy sie spodziewac¢, majac do czynienia z danym rozkladem zmien-
nej losowej. Proces ten okresla si¢ mianem aproksymacji rozktadu zmiennej
losowe;j.

Przyklad 7.8

Zaktad ubezpieczen chce wykorzysta¢ rozktad Poissona w celu obliczenia
prawdopodobienstwa okreslonej liczby roszczen zgloszonych dla jednej
polisy. Rozklad ten charakteryzuje jeden parametr, A, oznaczajacy $rednia
liczbe roszczen. Pierwszym krokiem do sprawdzenia, na ile rozktad Poissona
odzwierciedla rzeczywisty rozklad prawdopodobienstwa liczby roszczen, jest
wiec obliczenie sredniej liczby roszczen na podstawie danych rzeczywistych,
co ukazuje tablica 7.6.

Tablica 7.6. Liczba roszczen dla polis OC posiadaczy pojazdéw mechanicznych zgtoszo-
nych do francuskiego zaktad ubezpieczen w okresie od stycznia 2003 do czerwca 2004 .

Liczba roszczen Liczba klientow Liczba roszczen x liczba klientéw
0 397 779 0
1 14 633 14 633
2 726 1452
3 28 84
4 3 12
Razem 413 169 16 181

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie pliku danych , fremotorclaim” z [Dutang, Char-
pentier 2019].

Przg?'mujemy, iz parametr rozkladu rowny jest sredniej liczbie roszczen:
= 1618l _ (0392, Teraz mozemy obliczy¢ prawdopodobieristwa teore-
413169 ~ 1007 y yep p

tyczne, zgodne z rozkladem Poissona dla kazdej mozliwej liczby zgtoszonych
roszczen. Pozwoli to nastepnie na obliczenie wartosci oczekiwanych, a wiec
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liczby klientow zglaszajacych dana liczbe roszczen wedtug rozkltadu Poissona,
co nastapi poprzez pomnozenie prawdopodobienstwa przez taczna liczbe
klientow 413 169 (tab. 7.7).

Tablica 7.7. Aproksymacja liczby roszczen dla polis OC posiadaczy pojazdéw mecha-
nicznych zgltoszonych do francuskiego zaktad ubezpieczen w okresie od stycznia 2003
do czerwca 2004 r. rozktadem Poissona

. , . L, Prawdopodobienstwo Oczekiwana liczba
Liczba roszczen Liczba klientow . . ,

rozktadu Poissona klientow

0 397 779 0,96159 397 301

1 14 633 0,03766 15 560

2 726 0,00074 305

3 28 0,00001 4

4 3 0,00000 0
Razem 413169 1,00000 413169

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie pliku danych , fremotorclaim” z [Dutang, Char-
pentier 2019].

Mozemy zauwazy¢, iz w przypadku braku roszczen liczba oczekiwana
(397 301) jest dos¢ zblizona do wartosci zaobserwowanej (397 779). Jednak dla
wigkszej liczby roszczen rownej 3 lub 4 roznice sa juz wigksze. Aby ocenié,
na ile dobrym modelem jest dla podanego zbioru danych rozkltad Poissona,
mozemy wykorzysta¢ bardziej zaawansowane metody statystyczne [por. Ross
2010, s. 605; Shao 2003, s. 436].

Przyklad 7.9

Zaklad ubezpieczen zamierza wykorzystac rozklad wyktadniczy w celu obli-
czenia prawdopodobienstwa okreslonej wysokosci odszkodowania. Rozklad
ten charakteryzuje jeden parametr A, obliczany jako odwrotnosc¢ sredniej
wysokosci roszczenia. Pierwszym krokiem do zbadania, na ile wskazany
rozktad jest odpowiedni dla opisu wysokosci odszkodowan jest wiec obliczenie
$redniej wysokosci roszczenia na podstawie danych rzeczywistych, jakie
ukazuje tablica 7.8.
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Tablica 7.8. Przyktadowy rozktad wysokosci odszkodowan

7. Wlasnosci i zastosowanie wybranych rozkltadéw zmiennych losowych

Wysokos¢ odszkodowania (USD)

Liczba roszczen

0-2000
2000-4000
4000-6000
6000-8000
8000-10 000

10 000-12 000
12 000-14 000
14 000-16 000
16 000-18 000
18 000-20 000
Razem

488
115
92
54
33
19
15
15
7

4
842

Zrodto: [Hossack, Pollard, Zehnwirth 1992, s. 39].

Dla omawianego zestawu danych srednia wysoko$¢ odszkodowania
to 3316, a wigec odwrotnos¢ sredniej to A = 331—16 = 0,0003. Na podstawie tak
obliczonej wartosci A wyznaczane sa prawdopodobienistwa wedtug rozktadu
wyktadniczego, a nastepnie oczekiwana liczba roszczen wedlug rozkladu
wykladniczego (tab. 7.9).

Tablica 7.9. Aproksymacja rozkladu wysokosci odszkodowan dla przyktadowych

danych
Wysokosc . Prawdopodobienstwo . .
odszlzlodowania Liczba , wedhlfg rozktadu Oczekiwana !1czba
(USD) roszczen wyKladniczego roszczen
0-2000 488 0,4529 381,4
2000-4000 115 0,2478 208,6
4000-6000 92 0,1356 114,1
6000-8000 54 0,0742 62,4
8000-10 000 33 0,0406 34,2
10 000-12 000 19 0,0222 18,7
12 000-14 000 15 0,0121 10,2
14 000-16 000 15 0,0066 5,6
16 000-18 000 7 0,0036 3,1
18 000-20 000 4 0,0044 3,7
Razem 842 1,0000 842

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie [Hossack, Pollard, Zehnwirth 1992, s. 39].
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Ten rozktad stosunkowo dobrze odwzorowuje liczebnosci dla umiarko-
wanej wysokosci szkdd. Na przyktad dla przedziatu (8000-10 000) liczebnos¢
zaobserwowana to 33, a oczekiwana to 34,2. Jednak dla niskich i wysokich
wartosci odszkodowan warto$ci zaobserwowane i oczekiwane réznig sie dos¢
znacznie.

Przyktad 7.10

Zaklad ubezpieczen zamierza okresli¢ prawdopodobienstwo wystapienia
okreslonej wysokosci odszkodowania. Wykorzysta w tym celu rézne rozktady
zmiennej losowej ciagtej. Tablica 7.10 przedstawia rzeczywiste dane.

Tablica 7.10. Wartos¢ odszkodowan dla polis OC posiadaczy pojazdéw mechanicznych
wyplaconych przez francuski zaktad ubezpieczenn w okresie od stycznia 2003 do
czerwca 2004 r.

Wartos¢ odszkodowania (euro) Liczba roszczen

0-1000 12 661
1000-2000 2532
2000-3000 1111
3000-4000 503
4000-5000 309
5000-6000 260
6000-7000 139
7000-8000 120
8000-9000 64
9000-10 000 43
powyzej 10 000 315
Razem 18 057

Zrédto: Opracowanie wtasne na podstawie pliku danych , fremotorclaim” z [Dutang, Char-
pentier 2019].

Aproksymacja rozkladem jednostajnym

Rozklad jednostajny okreslony jest dla zamknietego obustronnie przedziatu,
a wiec ostatni przedzial nie moze pozostac¢ otwarty tak jak w tablicy 7.10.
Zakiadaf'qc, iz gorna granica tego przedziatu to 11 000, funkcja gestosci to
f00) =17550 dla 0 <x <11 000. Na jej podstawie obliczane sa prawdopodobien-
stwa wyznaczane wedlug rozktadu jednostajnego, a nastepnie liczba roszczen
zgodna z tym rozktadem (tab. 7.11).
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Tablica 7.11. Aproksymacja wartosci odszkodowan wyplaconych przez francuski zaktad
ubezpieczen w okresie od stycznia 2003 do czerwca 2004 r. rozkladem jednostajnym

Wartose . Liczba Prawdopodobienstwo wedtug Oczekiwana
odszkodowania , . . . .
roszczen rozktadu jednostajnego liczba roszczen
(euro)

0-1000 12 661 0,0909 1642
1000-2000 2532 0,0909 1642
2000-3000 1111 0,0909 1642
3000-4000 503 0,0909 1642
4000-5000 309 0,0909 1642
5000-6000 260 0,0909 1642
6000-7000 139 0,0909 1642
7000-8000 120 0,0909 1642
8000-9000 64 0,0909 1642
9000-10 000 43 0,0909 1642

powyzej 10 000 315 0,0909 1642
Razem 18 057 1,0000 18 057

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie pliku danych , fremotorclaim” z [Dutang, Char-
pentier 2019].

Mozemy zauwazy¢, iz rozktad jednostajny nie jest dobrym modelem
dla analizowanych wartosci odszkodowan. Liczba roszczen maleje bowiem
wraz ze wzrostem wysokosci odszkodowania, natomiast rozktad jednostajny
zakltada takie same wartosci prawdopodobienstwa oraz liczebnosci we wszyst-
kich przedziatach.

Aproksymacja rozkladem normalnym

Rozklad normalny zdefiniowany jest przez dwa parametry — wartos¢ oczeki-
wang i odchylenie standardowe. Mozna oszacowac ich wartos$¢ na podstawie
$redniej i odchylenia standardowego obliczonych na podstawie zestawu
danych. Srednia dla danych rzeczywistych wynosi 1304, a odchylenie 1841.
Pozwala to obliczy¢ prawdopodobienistwa, a nastepnie oczekiwana liczbe
roszczen wedtug rozktadu normalnego (tab. 7.12).
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Tablica 7.12. Aproksymacja wartosci odszkodowan wyptaconych przez francuski
zaklad ubezpieczen w okresie od stycznia 2003 do czerwca 2004 r. rozktadem normal-
nym o parametrach u = 1304, o = 1841

Wartose . Liczba Prawdopodobienstwo wedtug Oczekiwana
odszkodowania , . ;
roszczen rozkladu normalnego liczba roszczen
(euro)

0-1000 12 661 0,4344 7844
1000-2000 2532 0,2129 3844
2000-3000 1111 0,1742 3146
3000-4000 503 0,1069 1931
4000-5000 309 0,0492 888
5000-6000 260 0,0170 306
6000-7000 139 0,0044 79
7000-8000 120 0,0008 15
8000-9000 64 0,0001 2
9000-10 000 43 0,0000 0

powyzej 10 000 315 0,0000 0
Razem 18 057 1,0000 18 057

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie pliku danych , fremotorclaim” z [Dutang, Char-
pentier 2019].

Rozklad normalny lepiej niz jednostajny odwzorowuje spadek liczby
roszczen wraz ze wzrostem wysokosci odszkodowania. Jednak réznica
pomiedzy liczebnoscig zaobserwowana i oczekiwana jest znaczna, zwtaszcza
dla poczatkowych przedziatow, gdzie liczebnosci sa wysokie.

Aproksymacja rozkladem wykladniczym

Rozktad wyktadniczy zdefiniowany jest przez jeden parametr A, obliczany
jako odwrotnos¢ wartosci oczekiwanej. Dla badanego zestawu danych
A= _1_?1@71 = 0,0008. Pozwala to nastepnie obliczy¢ prawdopodobienstwa

oraz oczekiwana liczbe roszczen wedtug rozktadu wyktadniczego (tab. 7.13).
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Tablica 7.13. Aproksymacja wartosci odszkodowan wyptaconych przez francuski
zaklad ubezpieczen w okresie od stycznia 2003 do czerwca 2004 r. rozktadem wyktad-
niczym z parametrem A = 0,0008

Wartose . Liczba Prawdopodobienstwo wedtug Oczekiwana
odszkodowania , . . ,
roszczen rozkladu wyktadniczego liczba roszczen
(euro)

0-1000 12 661 0,5355 9670
10002000 2532 0,2487 4491
2000-3000 1111 0,1155 2086
3000-4000 503 0,0537 969
4000-5000 309 0,0249 450
5000-6000 260 0,0116 209
6000-7000 139 0,0054 97
7000-8000 120 0,0025 45
8000-9000 64 0,0012 21
9000-10 000 43 0,0005 10

powyzej 10 000 315 0,0005 8
Razem 18 057 1,0000 18 057

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie pliku danych , fremotorclaim” z [Dutang, Char-
pentier 2019].

Rozklad wyktadniczy lepiej oddaje charakter danych niz rozktad jedno-
stajny. Oczekiwana liczba roszczen, tak jak zaobserwowana liczba, maleje
wraz ze wzrostem wartosci odszkodowania.

Aproksymacja rozkladem chi kwadrat

Rozktad chi kwadrat zdefiniowany jest przez jeden parametr v, obliczany jako
wartos¢ oczekiwana. Do analizy przyjeto wiec v =1000. W pierwszym kroku
obliczamy prawdopodobienstwa wedlug rozkladu chi kwadrat, a nastepnie
oczekiwang liczbe roszczen (tab. 7.14).

Zgodnie z rozktadem chi kwadrat wszystkie odszkodowania powinny
zawierac si¢ w przedziale od 0 do 2000, nie jest to wiec model dobrze dobrany
do badanych danych.

Wyniki aproksymacji roznymi rozkladami poréwnano na rysunku 7.10.
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Tablica 7.14. Aproksymacja wartosci odszkodowan wyptaconych przez francuski
zaklad ubezpieczen w okresie od stycznia 2003 do czerwca 2004 r. rozktadem chi
kwadrat z parametrem v = 1000

Wartose . Liczba Prawdopodobienstwo wedtug Oczekiwana
odszkodowania , . . ,
roszczen rozktadu chi kwadrat liczba roszczen
(euro)

0-1000 12 661 0,5059 9136
1000-2000 2 532 0,4941 8921
2000-3000 1111 0,0000 0
3000—4000 503 0,0000 0
4000-5000 309 0,0000 0
5000-6000 260 0,0000 0
6000-7000 139 0,0000 0
7000-8000 120 0,0000 0
8000-9000 64 0,0000 0
9000-10 000 43 0,0000 0

powyzej 10 000 315 0,0000 0
Razem 18 057 1,0000 18 057

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie pliku danych , fremotorclaim” z [Dutang, Char-
pentier 2019].

14 000
12 000
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Q
£ 8000 =@ Liczebnosci
§ 6000 nostat
= 4000 =0 Jednostajny
2 000 =0 Normalny
0
Wyktadniczy
SFFEFLFLFSFHFSLSFLSESE @Q
NP P T I EITNTNEDS «=tr—Chi kwad
VHFHFFFIFIFT TS Q,\ Chi kwadrat
S A O

Wysokos¢ odszkodowania (euro)

Rysunek 7.10. Aproksymacja wartosci roszczen za pomoca réznych rozkladéw zmien-
nej losowej ciagtej

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie pliku danych , fremotorclaim” z [Dutang, Char-
pentier 2019].
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7.4. Rozklady uciete

W przypadku niektorych zdarzen wartos¢ zmiennej losowej jest zaobserwo-
wana dokladnie, o ile znajduje si¢ w pewnym przedziale. W przeciwnym
wypadku wiemy jedynie, iZ jej wartos¢ znajduje si¢ poza tym przedziatem.
W rezultacie badany rozktad zmiennejlosowejjest uciety. Przyktadem zmien-
nej losowej o rozkladzie ucietym jest wysokos¢ odszkodowania wyptaconego
z polisy, w ktorej ustalona jest suma ubezpieczenia. Suma ubezpieczenia
to maksymalna wysokos¢ odszkodowania, ktéra moze by¢ wyptacona z danej
polisy. W ubezpieczeniach odpowiedzialnosci cywilnej maksymalna wysokos¢
odszkodowania, ktérg wyptaca ubezpieczyciel, nazywana jest suma gwaran-
cyjna. W takim wypadku odszkodowanie w wysokosci przekraczajacej sume
ubezpieczenia zostanie , uciete” do maksymalnej mozliwej wysokosci.

Przyklad 7.11
Wysokos¢ pojedynczej szkody (w euro) zgloszonej z tytulu polisy ubezpie-
czenia OC ma rozktad wyktadniczy o parametrze A réwnym 0,01. Wysokos¢
szkody moze wedtug takiego modelu przyja¢ dowolna warto$¢ dodatnia.
Przyjmujac, iz zaktad ubezpieczen pokrywa szkode w catosci, wartos¢ ocze-
kiwana wysokosci odszkodowania to =100 euro.

Jak zmieni si¢ warto$¢ oczekiwana wyptaconego odszkodowania, jezeli
zastosujemy sume gwarancyjna w wysokosci 200 euro?

Zastosowanie sumy gwarancyjnej zmieni rozktad wysokos¢ odszkodowania
w rozklad uciety — odszkodowanie o wysokosci wigkszej niz 200 euro zostanie
,uciete” do 200 euro. Mozna to zapisa¢ nastepujaco:
X = wysokos¢ szkody,
Y = wysoko$¢ wyptaconego odszkodowania przy sumie gwarancyjnej 200 euro

v Xjezeli X < 200
~ | 200 jezeli X > 200

W przypadku rozktadu wyktadniczego mozna obliczy¢ wartos¢ oczekiwang
rozkladu ucietego w nastepujacy sposob:

E(Y) = EQXO) x P(X < 200) = 57(1-e07") = 86,47 euro

Zastosowanie sumy gwarancyjnej zmniejszyto wartos¢ oczekiwana wypta-
conego odszkodowania z 100 euro do 86,47 euro.
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Przyklad 7.12

W ubezpieczeniu OC odszkodowanie z jednej polisy moze by¢ wyplacane

wielokrotnie w okresie ubezpieczenia az do momentu, gdy suma odszkodo-

wan przekroczy sume gwarancyjng. Wartos¢ szkod w czesci, ktdra przekroczy

sume gwarancyjnag, nie zostanie pokryta przez zaktad ubezpieczen.
Mozemy to zapisa¢ w nastepujacy sposob:

X, —wysokos¢ i-tej szkody,

: X —suma szkdd z jednej polisy,
% ) ) polisy
=i

Y, — kwota wyplacona przez zaklad ubezpieczen z tytutu i-tej szkody,
M = suma gwarancyjna.
Zaklad ubezpieczen zapftaci:

X jezeli ¥X < M
=
—1 i

>X <M< YX,
=

i
k=1

Y, = {M- f:Xk jezeli
k=1
0jezeli M < ;zllxk

Mamy tu réwniez do czynienia z rozktadem ucietym. Wysokosc¢ indywidu-
alnej szkody mozna modelowac za pomoca zmiennej losowej, ktéra przyjmuje
dowolng wartos¢ dodatnig. Natomiast suma wyptaconych odszkodowan moze
przyjaé wartosci z przedziatu od 0 do M, gdzie M to suma ubezpieczenia.
Odszkodowania wyplacone sa w petnej wysokosci, jezeli ich suma jest nizsza
niz M. Jezeli suma odszkodowan przekracza M, wyptacona kwota jest obni-
zona (,ucieta”), tak aby suma nie przekraczata M. Kolejne odszkodowania
nie zostana wyptacone.

Przyklad 7.13

Suma ubezpieczenia w ubezpieczeniu OC posiadaczy pojazdéow mechanicz-
nych zostata ustalona jako 1000 euro. Tablica 7.15 przedstawia przyktadowe
dane dotyczace wartosci zgloszonych szkdd oraz kwot wyptaconych przez
zaklad ubezpieczen z trzech polis.
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Tablica 7.15. Wartos¢ kolejno zgloszonych szkéd (euro) oraz kwota wyptacona przez
zakltad ubezpieczen (euro) z polis A, B, C przy ustalonej sumie ubezpieczenia na

poziomie 1000 euro

Polisa A Polisa B Polisa C
Wartos¢ Kwota Wartos¢ Kwota Wartos¢ Kwota
szkody wyplacona szkody wyptacona szkody wyplacona
400 400 400 400 200 200
600 600 400 400 150 150
300 0 400 200 350 350

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Z tytutu polisy A zgloszono dwie szkody w wysokosci 400 i 600 euro. Ich
suma wyczerpata juz sume gwarancyjna, a przez to trzecia szkoda w wysokosci

300 euro nie zostala pokryta.

Z tytutu polisy B zgtoszono dwie szkody w wysokosci 400 euro, tacznie

800 euro. Z tytutu trzeciej szkody w wysokosci 400 euro zostalo wyptacone
200 euro.

Z tytutu polisy C zgtoszono trzy szkody o Iacznej wysokosci 700 euro, co
nie wyczerpato sumy ubezpieczenia i szkody zostaly pokryte w catosci.

Po przeczytaniu rozdzialu Czytelnik powinien:

znac najwazniejsze wlasnosci wybranych rozktadéw zmiennej losowej
skokowej i ciagtej,

umiec¢ obliczy¢ prawdopodobienstwa zdarzen ubezpieczeniowych,
korzystajac z wybranych rozkladéw zmiennej losowej,

umiec obliczy¢ parametry dla wybranych rozktadéw zmiennej losowej,
umiec aproksymowac zjawiska ubezpieczeniowe za pomoca rozkladow
zmiennej losowe;j.

Pytania sprawdzajace

1.

Jaka jest maksymalna wartos¢ zmiennej losowej o rozkladzie dwumia-
nowym? W rozktadzie Poissona?

Ktdre z rozktadow zmiennej losowej ciaglej sq symetryczne?

Jak przeprowadzi¢ aproksymacje liczby zgtoszonych szkdd rozkladem
Poissona?
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Rozdziat 8
Oprocentowanie kapitatu

Ewa Majerowska

Hasta: odsetki, oprocentowanie proste, oprocentowanie sktadane, stopy procentowe

8.1. Odsetki od depozytu

Dokonujac transakgji finansowych, zazwyczaj postugujemy sie pienigdzem.
Warto jednak pamietad, ze warto$¢ pieniadza zmienia sie¢ w czasie. Sita
nabywcza pieniadza, czyli jego realna warto$¢, wyznacza ilo$¢ débr i ustug,
jakie mozna naby¢ za okreslong ilo$¢ pieniedzy. Jezeli na danym rynku wyste-
puje wzrost cen, czyli zjawisko inflacji, wdwczas pieniadz traci swa wartos¢
w czasie. Oznacza to, ze za t¢ sama kwote pieniedzy jesteSmy w stanie naby¢
w okresach przysztych mniej niz w okresie poczatkowym.

Zagadnienia zwiazane z wartoscig pieniadza w czasie pojawiaja sie takze
w ubezpieczeniach. Na przyktad decydujac si¢ na wykupienie ubezpieczenia,
klient musi podjac¢ decyzje, czy zaptaci¢ sktadke ubezpieczeniowq jednora-
zowo, na poczatku okresu, czy tez w ratach. Powinien wiec przeanalizowac
warunki proponowane przez dany zaktad ubezpieczen. Kazda taka sytuacja
wymaga podstawowej wiedzy z tego zakresu, a takze umiejetnosci wyzna-
czania przysztej i biezacej wartosci kapitatu.

Podstawowym elementem zwigzanym z uzyczaniem kapitatu sa odsetki.
Stanowia one koszt za uzyczenie kapitatu.

Niech K, oznacza kapitat poczatkowy (wyjsciowy) w okresie poczatkowym ¢,.

Definicja 8.1
Odsetki (O) naliczone od kapitatu poczatkowego K, jednostek pienieznych
(j-p.) za dany okres stanowi kwota:

O=7K, (8.1)

gdzie r oznacza jednostkowa okresowa stope procentowq (wyrazona w utamku
jako cze$¢ catosci).
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Przyklad 8.1

Jezeli wptacimy do banku kwote wynoszaca 5000 zt na rok, przy rocznej
stopie procentowej wynoszacej 1,1%, to po uptywie roku otrzymamy odsetki
wysokosci:

O = rK, = 0,011-5000 = 55 zt

W praktyce bankowej przyjmuje sie, ze rok ma 360 dni. Jezeli depozyt trwa
krocej niz rok, wyznacza sie ilo$¢ pelnych miesiecy i pozostata czes¢ dni.
W takim przypadku przyjmuje sig, ze kazdy miesigc trwa 30 dni. Wyznaczajac
wysokos¢ odsetek, oblicza si¢ dzienng stope procentowa, dzielac roczna stope
procentowa przez 360.

Przyklad 8.2
Wptacamy do banku 6000 zt, zaktadajac, Zze roczna stopa procentowa wynosi
2,6%. Wyznaczamy wysokos¢ odsetek po uptywie danego okresu:
* od 16 maja do 29 lipca danego roku
Woweczas liczba dni depozytowych wynosi 2 - 30 + 13 = 73 dni (dwa
pelne miesigce od 16 maja do 16 lipca i 13 dni od 16 lipca do 29 lipca).
Odsetki wyniosty wowczas:

0 = 1K, = %.73.6000 = 31,63 zt

* od 16 maja do 11 wrzes$nia
W takim przypadku liczba dni depozytowych wynosi 3 - 30 + 14 + 11
=115 dni (trzy pelne miesigce od 16 maja do 16 sierpnia, 14 dni od
16 sierpnia do konca sierpnia i 11 dni miesigca wrzesnia). Woéwczas
odsetki wyniosty:

0 = 1K, = %22 . 1156000 = 49,83 71

8.2. Zasada oprocentowania prostego

Oprocentowanie polega na okresowym dodawaniu odsetek z posiadanego
kapitatu do posiadanego juz kapitalu. Wyrdznia sie dwa rodzaje oprocento-
wania: oprocentowanie proste i oprocentowanie sktadane (ztozone).
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Definicja 8.2

Oprocentowanie proste charakteryzuje sie tym, ze odsetki uzyskiwane
w kolejnych okresach nie podlegaja oprocentowaniu w okresach kolejnych.
Sa one tylko dodawane do kapitalu poczatkowego.

Zakladajac, ze w okresie poczatkowym kapital wynosit K, to:

po uptywie pierwszego okresu kapital wynosit: K,+1K,
po uptywie dwoch okreséw: K, +2rK,
po uptywie n okresow: K, +nrK,

Zatem przyszla wartosc kapitatu przy oprocentowaniu prostym wyznacza
si¢ wedlug nastepujacego wzoru:

Kr = K(1+nr) (8.2)

gdzie K, oznacza kapitat poczatkowy, n liczbe okreséw i r okresowgq stope
procentowa (wyrazong w utamku).

Przyklad 8.3
Lokujac do banku 20 000 zt na dwa lata, przy rocznej stopie procentowej
wynoszacej 1,5% i rocznym oprocentowaniu prostym, uzyskamy kwote:

Ky = K(1+nr) = 20000 (1+2-0,015) = 20 600 zt

W przypadku oprocentowania prostego nie ma znaczenia, kiedy naliczane
sa odsetki, na koniec okresu czy srodokresow (na przyktad co pot roku, co
kwartal, co miesiac czy czesciej). W kazdym przypadku kapitat koncowy
bedzie taki sam.

Przyklad 8.4
Zatozmy, ze lokujemy kwote 14 000 zI na trzy lata do banku oferujacego
oprocentowanie proste przy rocznej stopie procentowej wynoszacej 1,6%.
Kapitat konicowy, przy réznych okresach naliczania odsetek, wynosi:

¢ odsetki naliczane na koniec kazdego roku:

Ky = K(1+nr) = 14000 (1+3-0,016) = 14 672 zt
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¢ odsetki naliczane na koniec kazdego pdtrocza:

Ky, = K(L+n-i-9) = 14000 (1+3-2-291%) = 1467221

¢ odsetki naliczane na koniec kazdego kwartatu:

0,016

K 4

= K(l+n-i-3) = 14000(1+3-4.

) = 146724

* odsetki naliczane na koniec kazdego miesigca:

0,016
12

Kip = K(1+n-i-%) = 14000 (1+3-12-22°) = 1467221

* odsetki naliczane na koniec kazdego tygodnia:

0,016
52

Kiy, = K(1+n-i1) = 14000 (1+3-52-20¢) = 1467221

* odsetki naliczane na koniec kazdego dnia:

Kis = Ky(1+1-i-%) = 14000 (1+3-360- 200) = 1467221
gdzie i oznacza liczbe srédokreséw w danym okresie.

Jak pokazalismy powyzej, wartos¢ koncowa kapitatu jest wyzsza od warto-
$ci poczatkowej (dla K> 0). Stad tez z tytutu wczesniejszej splaty zobowigzania
przystuguje nam dyskonto (oznaczone przez D), czyli obnizka wynikajaca
z tytulu wezesniejszej sptaty. Stanowi je réznica pomiedzy przyszla a poczat-
kowaq wartoscia kapitatu, czyli:

D = K, -K, (8.3)

Element ﬁ stanowi tak zwany czynnik dyskontujacy. Dyskontowa

stopa procentowa (d) rézni si¢ od stopy oprocentowania depozytoéw. Stad
warto$¢ dyskonta przy oprocentowaniu prostym mozna wyrazi¢ wzorem:

D = Kp(1-15) (8.4)

Przyklad 8.5

Zaklad ubezpieczen proponuje nam zaplate sktadki ubezpieczeniowej wyno-
szacej 2500 zt w momencie podpisania umowy lub 2520 zt za miesiac. Ktora
zmozliwosci bedzie dla nas korzystniejsza, jezeli mamy mozliwo$¢ dokonania



8.2. Zasada oprocentowania prostego 153

lokaty miesiecznej w banku oferujacym oprocentowanie proste przy rocznej
stopie procentowej wynoszacej 1,8%?
Obliczymy warto$¢ lokaty po uptywie miesiaca:

0,018

18 = 2503,75 1

Ky = 2500 (1+1-

Wartos¢ wptaty (2520 zt) przekracza wartos¢ lokaty, stad korzystniejsza
z naszego punktu widzenia bylaby natychmiastowa optata sktadki.

Mozemy takze poréwnac obie mozliwosci ptatnosci co do wartosci bieza-
cej. W przypadku ptatnosci natychmiastowej wynosi ona 2500 zt. W drugim
przypadku bedzie to zdyskontowana ptatnos¢ przyszta, czyli:

K

K =T m
_ 2520 _
K, = 7< 0,018) =2516,23 zt
1+1- EVE

Zatem druga mozliwos¢ jest dla nas mniej korzystna.

Przyklad 8.6
Zakwartal mamy otrzymac od zaktadu ubezpieczen kwote wynoszaca 10 000 zt.
Zakladajac, ze stopa dyskontowa wynosi 0,8% w skali roku, wyznaczymy, jaka
jest wartosc biezaca tej kwoty i w zwiazku z tym, ile wynosi dyskonto. Zaktada
si¢ oprocentowanie proste.

Wartos¢ dyskonta wyznaczymy z powyzszego wzoru:

1 1
Dy = KP(l ) = 10 000(1—@> = 19,96 zt

n\* " 1+nd

Wynosi ono 19,96 zi, czyli wartos¢ biezaca przysztej ptatnosci to 9980,04 zt.

W przypadku zmiennej stopy procentowej modyfikuje si¢ wzor stuzacy do
wyznaczenia przyszlej wartosci kapitatu, uwzgledniajac poszczegolne wartosci
stop zwrotu oraz okresy, w ktorych ona wystepuje.

Przyklad 8.7
Wyznaczymy przyszta wartos¢ czteroletniego depozytu w wysokosci 10 000 z1,
zlozonego w banku, ktéry oferuje oprocentowanie proste. Przez pierwszy rok

obowiazywato oprocentowanie 1,8%, w kolejnych dwoch 1,4% i w ostatnim
roku 1,1%.
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Ky = K(1+n 1 +n,r,+n,1,)

Ky =10000(1+1-0,018+2-0,014+1-0,011) = 10570 zt

8.3. Zasada oprocentowania skladanego

Do obliczenia przysztej wartosci kapitatu zazwyczaj banki stosuja oprocento-
wanie skfadane (ztozone), czyli tak zwang kapitalizacje okresowa.

Definicja 8.3

Oprocentowanie skladane polega na tym, Ze naliczone odsetki sa
dodawane do kapitatu i wraz z nim sa podstawa do obliczenia odsetek
w okresie nastepnym?”.

Zakladajac, ze w okresie poczatkowym kapital wynosit K, to:

po uptywie pierwszego okresu kapital wynositk: K,+ 71K,
o uptywie dwoch okresow: (K, +7K,) + (K, + 1K)
po uptywie n okresow: Ky(1+r)

Stad otrzymuje si¢ wzor na przyszlg wartos¢ kapitatu przy oprocentowaniu
sktadanym:

Ks = K,(1+7)" (8.5)

Przyklad 8.8

Wartosc¢ lokaty wynoszacej 30 000 zt po uplywie trzech lat, w przypadku
kapitalizacji rocznej, przy rocznej stopie procentowej wynoszacej 1,0%, bedzie
wynosita:

K5 = K,(1+r)" = 30000 (1+0,01)* = 30909,03 zt

8 Szerzej na ten temat np. w: [Klimkowska, Podgoérska 2019].
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W przypadku gdy odsetki naliczane sa czesciej niz co roku, czyli kiedy
nastepuje srédokresowa kapitalizacja odsetek, wzdr na przyszla wartosc
kapitalu przyjmuje postac:

K, = K, (1+5)" (8.6)

gdzie i oznacza liczbe $rédokresow w roku. Tak jak przy oprocentowaniu
prostym, tak rowniez w przypadku kapitalizacji potroczneji =2, w przypadku
kwartalnej 4, miesiecznej 12, tygodniowej 52 i dziennej 360.

Przyklad 8.9

Obliczymy wartos¢ lokaty wynoszacej 20 000 z1, po uplywie pieciu lat, przy

rocznej stopie procentowej wynoszacej 1,2% i réznych okresach kapitalizacji.
¢ Kapitalizacja roczna

Ki = K,(1+r)" =20000(1+0,012)° = 21 229,15 zt

» Kapitalizacja potroczna

0,012 ) 52

Ks, = Ky (1+7)" = 20000 (1+292) " = 2123292

» Kapitalizacja kwartalna

ni 54
Ke, = K (1+45)" = 20000 (1+292) = 2123482 24
¢ Kapitalizacja miesigczna
ni 512
Kep = K (1+5)" = 20000 (1+%22) = 2123609 24
* Kapitalizacja tygodniowa
. 5-52
Kiy = K (1+7)" = 20000 (1+202) = 2123658 21
¢ Kapitalizacja dzienna
ni 0,012 %
Kiso = K (1+7)" = 20000 (1+%202) " = 21236,71 21

Mozna zauwazy¢, ze im czesciej naliczane sg odsetki, tym wyzsza przyszta
wartos¢ kapitatu.
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Przyklad 8.10
Zaklad ubezpieczen zaproponowat klientowi pokrycie kosztow naprawy
samochodu w wysokosci 8000 zt natychmiast lub 8100 z1 za cztery miesiace.
Wiadomo, Ze naprawa potrwa dtuzszy czas. Obliczymy, na ktéra mozliwos¢
powinien zdecydowac sie klient, pod wzgledem przyszlej wartosci kapitatu,
jesli ma on mozliwo$¢ dokonania lokaty trzymiesiecznej w banku oferujacym
miesieczng kapitalizacje odsetek przy rocznej stopie procentowej wynosza-
cej 2,4%.

Wartos$¢ kapitatu biezacego, wynoszacego 8000 zt, po czterech miesigcach
bedzie wynosita:

K; = 8000 (1+%2%

4
) = 8064,19 zt

Bedzie to wiec kwota nizsza niz 8100 zt. Klient powinien wiec zgodzi¢ sie
na zaptate wyzszej kwoty za cztery miesiace.

Analogicznie jak w przypadku oprocentowania prostego wyznaczy¢ mozna
dyskonto, czyli réznice pomiedzy przyszla a biezacq wartoscig kapitatu.
W przypadku oprocentowania sktadanego bedzie si¢ ono wyrazato wzorem:

D = K [1 - ﬁ] (8.7)

gdzie d oznacza jednostkowg stope dyskontowa.

Przyklad 8.11

Klient ma trzy mozliwosci zaptaty za sktadke ubezpieczeniowg AC dotyczaca
posiadanego samochodu. Moze dokonac ptatnosci jednorazowej, w dniu pod-
pisania umowy, w wysokosci 2800 z1, lub w dwéch ratach: 1400 zt w momencie
podpisania umowy i 1450 zt po uptywie pét roku, lub w czterech jednakowych
ratach co kwartat po 720 z1, przy czym pierwsza ptatnos¢ musi by¢ dokonana
w chwili podpisania umowy.

Jednoczesnie istnieje mozliwos¢ lokaty kapitatu w banku oferujacym mie-
sieczng kapitalizacje odsetek wedtug rocznej stopy procentowej wynoszacej
2%. Okreslimy, ktora z mozliwosci jest korzystniejsza z punktu widzenia
klienta zaktadu ubezpieczen.

Mozemy porownac wszystkie trzy warianty platnosci pod wzgledem
przysztej lub biezacej wartosci kapitalu. Oceniajac wartosci biezace (zdys-
kontowane), otrzymamy:

Wariant 1: K, = 2800 z1,
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Wariant 2: K, = 1400 + —220_ - 2835 58 71
(1+%F

720 720 720

o e e
12 12 12
K, = 720+716,41+ 712,84 + 709,29 = 2858,54 z}

Z punktu widzenia klienta najkorzystniejszy bedzie wariant pierwszy, czyli

Wariant 3: K, = 720 +

jednorazowa optata sktadki.

Czesto zdarza sig, ze depozyt trwa krocej niz pelna liczba okresow (na
przyktad dwa i pot roku przy kapitalizacji rocznej, trzy miesiace i dwa dni
przy kapitalizacji miesiecznej). Mamy wéwczas do czynienia z kapitalizacja
okresowo-przedziatowa.

Definicja 8.4

Kapitalizacja okresowo-przedzialowa nazywa sie taka kapitalizacje okresows,
ktora dotyczy wielokrotnosci pelnych okreséw depozytowych (1) oraz czesci
okresu (a), gdzie 0 <a<1.

Przyszla wartos¢ kapitatu przy kapitalizacji okresowo-przedzialowej
wyznacza sig, traktujac pelne okresy tak jak przy oprocentowaniu sktadanym,
natomiast pozostala czes¢ podobnie do oprocentowania prostego. Okresla ja
wzor:

K, = KdA+n"1+a-r) (8.8)

n+a

gdzie n to liczba okresow depozytowych, a to czes¢ okresu, przy czym 0<a<1.

Przyklad 8.12

Klient ulokowat w banku, oferujacym roczna kapitalizacje odsetek, przy
rocznej stopie procentowej 1,1%, kwote wynoszaca 25 000 zt. Wyznaczymy
wartosc tej lokaty po uptywie dwoch lat i pieciu miesiecy:

K = K @+n"(1+a-7) = 25000 (1+0,011)2(1+=5-0,011) = 25670,14 zk

W przypadku gdyby zdecydowal sie on zlikwidowac lokate po uptywie
czterech miesiecy (czyli jednej trzeciej roku), otrzymalby kwote:

K=K, (1+n"(1+a-1) = 25000 (1+0,011)°(1+1-0,011) = 2509167 zt
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Wykorzystujac wzory na przyszta wartosc kapitatu przy oprocentowaniu
prostym i skladanym, mozna dokonywa¢ poréwnan ofert bankow, okresla¢,
ktory z ich oferuje warunki korzystniejsze dla klienta.

Przyklad 8.13

Bank A oferuje oprocentowanie proste przy rocznej stopie procentowej wyno-
szacej 1,3%. Bank B nalicza odsetki raz do roku wedtug stopy rocznej 1,1%,
natomiast bank C stosuje kapitalizacje miesieczng przy stopie procentowej
0,9% w skali roku. Ktory z bankéw oferuje najlepsze warunki, jesli wiadomo,
ze depozyt ma trwac 4 lata?

Bank A: K} = K,(1+4-0,013) = 1,052 K,
Bank B: K; = K, (1+0,011)* = 1,045 K,

48
Bank C: K, = K, (1+252) " = 1,037 K,

Najlepsze warunki oferuje bank A.

Na podstawie powyzszych wzordw mozna takze okresli¢ pozadane okresy
depozytowe, poziomy stép zwrotu lub tez kapitaly poczatkowe przy podanych
oczekiwanych poziomach przysztych zyskow.

Przyktad 8.14
Rozwijajacy sie zaktad ubezpieczen zamierza w ciagu pieciu lat potroi¢ stan
zatrudnienia. Okreslimy, jakie powinno by¢ srednioroczne tempo wzrostu
zatrudnienia, jesli w chwili obecnej zaktad zatrudnia 4840 osob.

Kapital koricowy (dotyczacy zatrudnienia) ma stanowi¢ trzykrotnos¢
kapitatu poczatkowego, czyli K: = 3 K. Korzystajac ze wzoru na przyszig
wartos¢ kapitatu przy oprocentowaniu skladanym, otrzymamy:

K = K1+

3K, = K, (1+n?

Wiadomo, ze kapital poczatkowy (stan zatrudnienia) jest wiekszy od zera,
zatem dzielimy obustronnie przez K

3=>0+7r°

VB =1+r
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1,2457 = 1+vr
r = 0,2457
Zaktad powinien wigc srednio co roku zwiekszac¢ zatrudnienie o 24,57%.

Przyklad 8.15

Klient wycenit szkode na 11 200 zt. Zgodnie z zawartym ubezpieczeniem

otrzymat 10 000 zt. Otrzymana kwote mégtby wptaci¢ do banku oferujacego

roczna kapitalizacje odsetek przy rocznej stopie procentowej wynoszacej 2,4 %.

Przez ile lat musiatby trwac¢ depozyt, aby pokry¢ brakujace srodki finansowe?
Wykorzystujac wzor na przyszta warto$¢ kapitatu przy oprocentowaniu

sktadanym, mamy:

K = K,d+n"
11200 = 10000 (1 +0,024)"
Dzielac obustronnie przez 10 000, otrzymujemy:
1,12 = 1,024"
Logarytmujac obustronnie logarytmem naturalnym, mamy:

In1,12 = In1,024"

Stad:
In1,12 = nln 1,024
co daje: N1
" im0
czyli:
n =478

Zatem depozyt musialtby trwac przez 4 lata i 0,78 roku, czyli nieco ponad
4 lata i 3 kwartaty.

Jesdli mielibySmy do czynienia z oprocentowaniem prostym, wowczas
rozwiazanie wygladatoby nastepujaco:

Ky = K(1+nr)

11200 = 10 000(1 + 7 - 0,024)
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1,12 = 1+n-0,024
0,12 = n-0,024

co daje:
n=>5

W takim przypadku depozyt powinien trwac 5 lat.
W przypadku zmiennej stopy procentowej przeksztatca sie wzor na przy-
sztg wartos¢ kapitatu, uwzgledniajac te zmiennos¢.

Przyktad 8.16
Wyznaczymy przyszly stan lokaty czteroletniej o wartosci poczatkowej wyno-
szacej 7000 zt. Przez pierwsze dwa lata obowigzywata roczna stopa procentowa
wynoszaca 2,2%, przez kolejny rok i cztery miesiace 2,0% i do konca okresu
trwania lokaty 1,7%.
Jezeli zatozy sie roczna kapitalizacje odsetek, to otrzymamy:
KS

2+1+H(HHS

4 8
) = 7000 (1+0,022)% (1+0,02)!(1++5- 0,02+ 0,017 ) zt

KS

2+1+H(HH+HS

) = 7000 -1,08455 = 7591,85 zt

W przypadku kapitalizacji miesigecznej:

— 7000 (1 . 0,022)24 (1 . 0,020)]6 (1 . 0,017)8 A

K P P w)

24+16+8

KS

24+16+8

= 7000 - 1,085379 = 7597,65 zt

Wiecej przyktadow mozna znalez¢ w licznej literaturze przedmiotu”.

8.4. Stopy procentowe

W dotychczasowych rozwazaniach przedstawiona zostata nominalna jednost-
kowa stopa procentowa. Z przyszta wartoscig kapitatu oraz oprocentowaniem
sktadanym nieroztacznie wigza si¢ stopy procentowe. Do najwazniejszych

7 Przyktadowo w takich publikacjach, jak: [Adamczak, Majerowska 2003; Bazariska,
Nykowska 2004; Matloka, Wojcieszyn 2000; Sobczyk 2006].
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z nich naleza przecigtna stopa procentowa, réwnowazna stopa procentowa
oraz efektywna stopa procentowa.

Definicja 8.5

Jednostkowa przecietna stopa procentowa to taka stopa procentowa, ktéra
przy oprocentowaniu sktadanym zapewnia taki sam kapitat koncowy co
kapitalizacja odsetek ze zmiennymi stopami okresowymi przy tym samym
kapitale poczatkowym i tym samym czasie trwania depozytu.

Punktem wyijscia do wyprowadzenia wzoru na przecietna stope procen-
towa jest wzdr stuzacy do wyznaczenia przysztej wartosci kapitatu przy
oprocentowaniu sktadanym ze zmiennymi stopami procentowymi:

Ki = K(1+r)(1+r)-...-(1+r) (8.9)
Ten sam kapitat koricowy zapewnia¢ ma jedna, przecietna stopa procentowa (7):
KA+ = K(1+r)1+r) ....(1+r,)
Stad:

A+ = (T+r)1+r)-...-(1+71,)

co daje:

1+7 = y1+r)(1+r) ... (1+1)

F=AA+r)d+n)...-(1+r)-1

Czyli przecietna stope procentowa wyznaczymy, korzystajac ze wzoru:
7= "\/H]’Ll(l +r) -1 (8.10)

Przyklad 8.17
Mozliwe jest zatozenie lokaty piecioletniej, przy rocznej kapitalizacji odsetek.
Przez pierwszy rok obowigzywato oprocentowanie 2,2% w skali roku, przez
kolejne dwa lata 2,0% i przez kolejne dwa 1,8%.

Jaka musiataby obowiazywac przecietna stopa procentowa przez caty okres
trwania lokaty, aby uzyskac taki sam kapitat koricowy?
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7 = A(1+0,022)(1 +0,02)(1 +0,02)(1 + 0,018)(1 +0,018) — 1

czyli:

7 = (1+0,022) (1+0,02) (1 +0,018)% - 1
7 = y1,101912 - 1
F=1,0196-1
F = 0,0196

co daje przecigetna roczng stope procentowa na poziomie 1,96%. Zatem jesli
bank co roku, przez piec lat, naliczatby odsetki, stosujac stope 1,96%, to uzy-
skaliby$my ten sam kapitat koricowy co przy zastosowaniu podanych powyzej
zmiennych stép procentowych.

W celu poréwnania lokat bankéw o réznych okresach kapitalizacji (na
przyklad rocznej, kwartalnej, miesiecznej czy dziennej) wyznacza si¢ rowno-
wazna lub efektywna stope procentowa.

Definicja 8.6

Rownowazna stopa procentowa to taka stopa procentowa, przy ktorej kapi-
talizacja Srddokresowa przynosi taki sam kapital koncowy co kapitalizacja
okresowa przy tym samym kapitale poczatkowym i tym samym czasie trwania
depozytu.

Stope rownowazna (r,) wyznacza si¢ ze wzoru:
o= iNT+r-1) 8.11)

gdzie i to liczba dzielgca okres na srédokresy, ¥ nominalna okresowa stopa
procentowa.

Przyktad 8.18

Pewien bank oferuje depozyty 3-miesieczne o oprocentowaniu 1,7% w skali
roku, 6-miesieczne o oprocentowaniu 1,8% w skali roku i roczne o oprocen-
towaniu 1,9% w skali roku. Postanowiono ulokowac kapitat w tym banku na
rok. Ktora z ofert okazuje si¢ najkorzystniejsza dla klienta?
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Wyznaczamy stopy rownowazne dla kazdego z depozytow.
depozyt 3-miesieczny: r = iNT+r-1) = 4(\T+0,019-1) = 0,0188
depozyt 6-miesieczny: 7, = 2(2\/1 +0,019 - 1) = 0,0189
depozyt 12-miesieczny: r, = 0,019

Wyniki te oznaczaja, ze jezeli bank naliczatby odsetki co trzy miesigce
wedtug stopy procentowej wynoszacej 1,88%, to po uptywie roku otrzymali-
bysmy taki sam kapitat koncowy jak w przypadku, gdyby dokonat tego tylko
raz na koniec roku wedtug stopy 1,9%.

Analogicznie, jezeli bank naliczalby odsetki co pdt roku wedtug stopy
procentowej wynoszacej 1,89%, to po uptywie roku otrzymalibysmy taki sam
kapitat koricowy jak w przypadku, gdyby dokonat tego tylko raz na koniec
roku wedtug stopy 1,9%.

Oznacza to, ze porownujac oferty depozytowe 3-miesigczna i 6-miesieczna,
zauwazamy, Ze proponowane stopy procentowe sa nizsze niz stopy rowno-
wazne, zatem najkorzystniejszy jest wybdr depozytu 12-miesiecznego.

Przeksztalcajac rOwnanie pozwalajace na wyznaczenie stopy rownowaznej,
wyprowadzi¢ mozna nominalng stope okresowg (r):

r, = iNT+r-1)
%=\li1+ -1
Ze1 =Ty

A\
(1+5) = 14r
Otrzymujemy réwnanie postaci:

r= (1+%)i—1

Zastegpujac roOwnowazng stope procentowq stopa nominalng, otrzymuje si¢
wzor stuzacy do wyznaczenia efektywnej stopy procentowej (r,):

no=(1+5)'-1 (8.12)
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Definicja 8.7

Efektywna okresowa stopa procentowa to taka stopa okresowa, przy ktorej
otrzymuje sie taki sam kapital koncowy przy kapitalizacji okresowej co przy
kapitalizacji sSrodokresowej przy danej nominalnej stopie procentowej, przy
tym samym kapitale poczatkowym i tym samym czasie trwania depozytu.

Przyklad 8.19
Nominalne stopy procentowe proponowane przez bank dla depozytow
wynosily odpowiednio:
depozyt 3-miesieczny: 2,0%,
depozyt 6-miesieczny: 2,2%,
depozyt 12-miesieczny: 2,4%.

Ocenimy, ktory z nich nalezy wybra¢, lokujac pienigdze na rok w tym
banku. W tym celu wyznaczymy roczne efektywne stopy procentowe dla
kazdego rodzaju depozytu:

4
depozyt 3-miesieczny: 7, = (1+%)'-1 = (1 + 0’22) -1 = 0,0202,

2
depozyt 6-miesieczny: r, = (1 +0’322) -1 = 10,0221,

depozyt 12-miesieczny: r, = 0,024.

Jezeli bank naliczatby odsetki na koniec roku wedtug stopy procentowej
wynoszacej 2,02%, to po uptywie roku otrzymaliby$my taki sam kapitat kon-
cowy jak w przypadku, gdy dokonatby tego co trzy miesigce wedtug stopy 2%.

Podobnie, jezeli bank naliczatby odsetki na koniec roku wedtug stopy
procentowej wynoszacej 2,21%, to po uptywie roku otrzymalibysmy taki sam
kapital koricowy jak w przypadku, gdy dokonatby tego co pét roku wedtug
stopy 2,2%.

Najkorzystniejsza jest zatem oferta depozytu 12-miesigecznego.

Po przeczytaniu tego rozdzialu Czytelnik powinien:

* potrafi¢ obliczy¢ odsetki od zgromadzonego kapitatu,

* umiec rozrdznia¢ oprocentowanie proste od ztozonego,

¢ potrafi¢ obliczy¢ przyszlg wartosc kapitatu w zaleznosci od oferowanego
rodzaju oprocentowania,

* umie¢ wyznaczy¢ warto$¢ naleznego dyskonta z tytulu wczesniejszej
sptaty zobowiazania,

* poréwnywac oferty instytucji finansowych w oparciu o réznego rodzaju
stopy procentowe.
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Pytania sprawdzajace

1.

Jaka bedzie wysokos¢ odsetek od kapitatu wysokosci 15 000 zt wptaco-
nego do banku dnia 26 sierpnia, a wyplaconego (a) 30 pazdziernika (b)
12 grudnia, przyjmujac roczng nominalng stope procentowa na poziomie
1,3%?

. Jaka kwote otrzymamy, dokonujac dwuletniej lokaty w wysokosci

10 000 z1, zaktadajac, ze roczna nominalna stopa procentowa wynosi 2%?
W banku obowiazuje oprocentowanie (a) proste, (b) sktadane roczne,
(c) sktadane kwartalne, (d) sktadane miesigczne.

Klient zamierza splaci¢ swe zobowiazanie w wysokosci 5000 zt dwa
miesigce przed terminem. Zakladajac roczng stope dyskontowa na
poziomie 1,2%, jakie przystuguje mu dyskonto z tytutu wczesniejszej
sptaty zobowiazania?

Pan X ze wzgledu na klopoty zdrowotne zamierza wykupi¢ polise,
ktora ma mu zapewnic¢ dochdd 1000 zt po roku, 1500 zt po dwoch latach
i 2000 zt po trzech latach. Po jakiej cenie zdecyduje sie on wykupic te
polise, jesli roczna stopa dyskontowa zostata ustalona na poziomie 1,2%
dla pierwszego roku i 1% dla pozostatych lat?

Zaklad ubezpieczen proponuje zakup polisy w trzech mozliwych
wariantach. Pierwszy z nich to zaptata natychmiastowa w wysokosci
1200 zt, druga zaptata w dwodch jednakowych ratach po 590 zt za mie-
sigc i nastepna po trzech miesigcach. Trzeci wariant to zaptata 600 zt
natychmiast i 580 zt za szes¢ miesiecy. Ktora oferta jest najkorzystniejsza,
jesli bank oferuje mozliwos¢ zatozenia lokaty miesiecznej przy rocznej
stopie procentowej wynoszacej 0,08% w skali roku?

Oprocentowanie depozytéw bankowych uzaleznione jest od dtugosci
trwania depozytu i wynosi odpowiednio dla depozytéw rocznych 1,8%,
potrocznych 1,7% i kwartalnych 1,6%. Ile beda wynosily rownowazne
i efektywne stopy procentowe? Ktéry rodzaj depozytu jest najkorzyst-
niejszy dla klienta banku?

. Przez dwa lata obowiazywata w banku nominalna roczna stopa pro-

centowa na poziomie 3,6%. W kolejnym roku byto to 3,3%. W dwdch
nastepnych latach 2,7%, w kolejnym 2,2% i w ostatnim roku 1,8%. Ile
bedzie wynosila przecigtna roczna stopa procentowa w analizowanych
latach?






Rozdzial 9
Inflacja

Anna Zamojska

Hasta: inflacja, indeksacja, realne i nominalne stopy procentowe

9.1. Znaczenie inflacji w ubezpieczeniach

Do$¢ powszechnie w ubezpieczeniach spotykamy sie z pojeciem indeksacji,
ktora polega na podwyzszeniu w kazda rocznice zawarcia polisy sktadki
i sumy ubezpieczenia. Gléwnym celem tego dziatania jest przeliczenie wartosci
wybranej kategorii ekonomicznej i w przypadku ubezpieczenia ma zapewnic¢
ochrone wartosci $wiadczen przed skutkami inflacji. Indeksacja ma zastoso-
wanie przede wszystkim w ubezpieczeniach, w ktdérych sktadka jest optacana
regularnie.

Zjawisko wystepowania inflacji w gospodarce ma bezposredni wptyw na
realng warto$¢ kategorii ekonomicznych i finansowych, takich jak na przyktad
dobra konsumpcyjne czy ustugi finansowe, w tym takze wspomniane wyzej
ubezpieczenia. W efekcie jej wystepowania wzrastajg ceny i jednoczesnie spada
sita nabywcza pieniadza. O istocie zjawiska niech swiadczy fakt, ze Milton
Friedman [2018] uwazat inflacje za forme podatku, ktéry mozna natozy¢ bez
ustawy.

Najprostsza i najczesciej spotykana definicja inflacji to:

Definicja 9.1.
Inflacja jest to proces wzrostu ogdlnego poziomu cen towarow i ustug
w gospodarce.

W2zrost ten musi miec¢ stosunkowo staty charakter, utrzymujacy si¢ w danym
okresie. Przeciwienistwem zjawiska inflagji jest deflacja, powodujaca wzrost
wartosci pienigdza. Najpopularniejszq miarg wzrostu cen towarow i ustug jest
wskaznik inflacji konsumenckiej — CPI (ang. consumer price index). Wskaznik
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ten szacowany jest na podstawie zmian ceny okreslonego koszyka dobr zaspo-
kajajacych potrzeby przecietnego gospodarstwa domowego. Lista towaréw
jest na biezaco weryfikowana, aby jak najlepiej dostosowac sie do aktualnych
potrzeb konsumpcyjnych ludnosci [https://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/
ceny-handel/].

Standardowo skladka ubezpieczeniowa podnoszona jest w oparciu o kry-
teria przyjete w warunkach umowy, zwykle o wskaznik wzrostu cen towarow
i ustug konsumpcyjnych ogtaszany przez Gtowny Urzad Statystyczny (GUS)
dla okresu dwunastu miesiecy kalendarzowych poprzedzajacych date ztozenia
propozycji indeksacji*. Na rysunku 9.1 przedstawiono miesieczne wartosci
indeksu cen towaréw i ustug konsumpcyjnych CPI w Polsce w okresie od
stycznia 2017 do lipca 2019. Zakres wahan wskaznika pokazuje, ze zaréwno
sktadka, jak i suma ubezpieczenia narazone sa na ryzyko utraty wartosci na
skutek wystepowania inflacji.

103,5
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Rysunek 9.1. Indeks cen towarow i ustug konsumpcyjnych, analogiczny okres roku
poprzedniego = 100, 01.2017-07.2019.

Zrédto: [https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne].

W zwiazku z tym, Ze inflacja jest procesem ciagglym w pewnym okresie,
oznacza to, ze jej efekty kumuluja si¢ w czasie. Obliczajac stope inflacji za
pewien okres, w trakcie ktorego jej poziom ulegat zmianie, konieczne jest
uwzglednienie tego efektu. Warto tu pamiegtad, Zze odpowiada on technice

80 Zazwyczaj indeksacja jest proponowana, gdy wzrost wskaznika przekroczy 5% od czasu
ostatniej indeksagji.
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oprocentowania sktadanego (kapitalizacji), przy czym , kapitalizowane” sa
wzrosty cen.

Jezeli oznaczymy przez r,, 1., ...,
w poszczegolnych srodokresach, wowczas:
wspotczynnik wzrostu dobr, na skutek inflacji, w tym okresie, wyraza sie

wzorem:

r,, okresowe jednostkowe stopy inflacji

AW = [](1+7,) (9.1)

&
stopa inflacji w calym okresie jest rowna:
n

r, = H(l +ri].) -1 (9.2)

=1

-

przecietna stopa inflacji w jednym z n okresdw jest rowna:

n

7= [1‘[(1 v r].j)] " 9.3)

=1

9.2. Zalezno$¢ miedzy inflacja a stopami procentowymi

Indeksacja jest scisle zwigzana ze sprowadzaniem kategorii nominalnych do
kategorii realnych, a to prowadzi nas do wprowadzenia poje¢ nominalnej
i realnej stopy procentowej, ktore sq istotne z punktu widzenia zmiany wartosci
pieniadza w czasie, poniewaz r6zniq si¢ miedzy soba.

Roznica ta moze by¢ wyjasniona za pomoca hipotezy Irvinga Fishera
o zaleznosci pomiedzy poziomem stéop procentowych w gospodarce
a poziomem nominalnych stép procentowych. Hipoteza opublikowana
zostata w opracowaniu Appreciation and Interest w 1896 r. Wraz z uptywem
lat hipoteza ta uzyskata status twierdzenia Fishera (efektu Fishera), zgodnie
z ktérym realna stopa procentowa jest niezalezna od srodkéw pienieznych,
w szczegolnosci od nominalnej stopy procentowej i oczekiwanej stopy inflacji.
Okreslenie ,nominalne oprocentowanie” odnosi sie¢ do rzeczywistej stopy
oprocentowania, termin ,realna stopa procentowa” odnosi si¢ do kwoty pie-
nieznej, ktorej sita nabywcza rosnie z uptywem czasu. Oznacza to, ze realna
stopa procentowa jest to nominalna stopa procentowa skorygowana o wptyw
inflacji na site nabywcza dochodow.
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Definicja 9.2
Realna okresowa stopa procentowa jest to okresowa stopa procentowa nie-
uwzgledniajaca wptywu inflacji w tym okresie.

Definicja 9.3
Nominalna okresowa stopa procentowa jest to stopa procentowa uwzgled-
niajaca wptyw inflacji w tym okresie.

Twierdzenie 9.1
Miedzy jednostkowymi okresowymi stopami procentowymi: nominalna (r),
realna (r,) oraz inflagji (,), zachodzi relacja:

A AR (9.4)

Jesli zatem przyjmiemy, zgodnie z hipoteza Fishera, Ze realna stopa procen-
towa jest stata, wdwczas nominalna stopa musi si¢ zmienia¢, kiedy inflacja
wzrasta lub spada. Zatem zgodnie z efektem Fishera korekta nominalnej stopy
procentowej wystepuje w dokltadnie takim samym stopniu, jak zmienia sig
inflacja.

Przyktad 9.1
Kwartalna stopa inflacji wynosita 3%. Wyznaczy¢ realna stope procentowa
w tym okresie, jezeli nominalna kwartalna stopa procentowa byta réwna 5%.

Rozwigzanie:
Ze wzoru (9.4) wyznaczamy realng stope procentowa:

V—TI-
=1

r

+}’I.

Po podstawieniu r = 0,05, r, = 0,03 odpowiednio wyznaczamy:

0,05-0,03
r o=

F = T1+003 " 0,0194

Realna stopa procentowana w badanym kwartale byta rowna 1,94%.

Przyklad 9.2

Miesigczna stopa inflacji wynosita: w styczniu 2,1%, w lutym 1,5%, w marcu
2,3%. Obliczy¢ taczna stope inflacji za te trzy miesiace oraz przecietng mie-
sieczna stope inflacji.
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Rozwigzanie:
Podstawiajac do wzoru (9.2), otrzymujemy taczna stope inflacji za trzy miesigce:

r, = [(1+0,021)(1 +0,015)(1 +0,023)] -1 = 0,0602
Podstawiajac do wzoru (9.3), otrzymujemy przecietna stope inflagji:
7, = [(1+0,021)(1 +0,015)(1 +0,023)]"* -1 = 0,0197

Srednia miesigczna stopa inflacji wyniosta w badanym okresie 1,95%, za$
faczna stopa inflacji za te trzy miesigce byta rowna 6,02%.

Przyklad 9.3
Przecigtne miesieczne wynagrodzenie nominalne brutto w gospodarce narodo-
wej w Polsce w pierwszym kwartale 2018 r. wynosito 4623 zt [https://stat.gov.pl/
wskazniki-makroekonomiczne]. Ustalono, ze ptace w poszczegdlnych kwar-
tatach beda indeksowane co kwartat wskaznikiem réwnym 0,8 stopy inflacji
kwartatu poprzedniego. Majac dane kwartalne stopy inflacji w skali roku
wynoszace dla poszczegoélnych kwartatow 2018 r.: 2,0%; 1,8%; 1,9% i 2,2%,
wyznaczyc:

a) przecietne ptace w poszczegolnych kwartatach,

b) roczna stope inflacji,

c) przecigtng kwartalna stope inflacji,

d) realng stope wzrostu zarobkow.

Rozwigzanie:
a) W drugim kwartale srednie ptace maja wzrosnac o:

0,8-2,0% = 1,6%

i powinny wynosic:

0,016

1) < 4641

Po, = 4623 (1+
W trzecim kwartale srednie ptace powinny wzrosnac o:
0,8-1,8% = 1,44%
i powinny wynosic:

0,0144
4

Py, = 4641(1+ 204 < 4658
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Analogicznie w czwartym kwartale otrzymujemy:
08:22% =1,76%

i stad $rednie ptace w czwartym kwartale powinny wynosic¢

0,0176

7)) - 4679

Py, = 4658(1+

b) Roczna stope inflacji wyznaczamy z relacji:
(+r) = (1+22)(1+298) (14 282) (14 292) ~1 & 1, = 0,0199

Roczna stopa inflacji w 2018 r. byta réwna 1,99%.

c) Przecigtng kwartalna stope inflacji wyznaczamy z relagji:

7. 4
(1 + Z) = 1,0199 — 7, = 0,0198.
Przecigtna kwartalna stopa inflacji w 2018 r. byta rowna 1,98%.

d) Wyznaczamy realng roczng stope wzrostu zarobkdéw. Wzrost ten jest
rowny:

4679 - 4623 = 56 - 1,211%

Realng stope wzrostu ptac otrzymujemy z relacji 9.4:

0,0121-0,0199 _
= T 10199 - 0,0076

Realna stopa plac spadta zatem o 0,76%.

Przyklad 9.4
Miesieczne stopy inflacji w poszczegdlnych miesigcach pierwszego potrocza
2019 r. byty odpowiednio rowne: 0,7%; 1,2%; 1,7%; 2,2%; 2,4% 1 2,6%. Wyzna-
czy¢ przecietna:

a) miesieczna stope inflacji,

b) kwartalng stope inflagji,

c) potroczna stope inflacji.
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Rozwigzanie:
Zgodnie z definicja na przecietng stope procentowa (rozdzial 8, definicja 8.5):
a) przecietng jednostkowa miesieczng stope inflacji (7,) wyznaczamy
z relagji:

7, = [1,007-1,012-1,017-1,022 - 1,024 - 1,026]* - 1=[1,113]*~1 = 0,018
Przecietna miesigczna stopa inflacji jest rowna 1,8%.
Analogicznie wyznaczamy pozostate stopy:
b) 7, = [1,007-1,012-1,017-1,022-1,024 - 1,026]"2-1=[1,113]"2~1 = 0,0549
Przecietna kwartalna stopa inflacji jest rowna 5,49%.
c) 7, =[1,007-1,012-1,017 - 1,022 - 1,024 - 1,026]' - 1=[1,113]' -1 = 0,113
Przecigtna poiroczna stopa infladji jest rowna 11,3%.

Przyklad 9.5
W poszczegdlnych miesigcach 2018 roku miesigczne stopy inflacji wynosity
odpowiednio: 1,9%; 1,4%; 1,3%; 1,6%; 1,7%; 2,0%; 2,0%; 2,0%; 1,9%; 1,8%;
1,3%; 1,1%. Wyznaczy¢ przecietna stope inflacji: a) miesiecznag, b) kwartalna,
C) potroczna.

Rozwigzanie:
Wykorzystujac twierdzenie 9.1, otrzymujemy:
a) przecietna miesieczna stope inflacji:

7, =1[1,019-1,014-1,013-1,016-1,017-1,02-1,02-1,02- 1,019 - 1,018 -
1,013-1,011]"2-1=[1,219]"*2~1 = 0,0167

Przecietna miesieczna stopa inflacji byta réwna 1,67%.
b) przecietna kwartalna stope inflacji:

7. = [1,019-1,014-1,013 - 1,016 - 1,017 - 1,02 - 1,02 - 1,02 - 1,019 - 1,018 -
1,013-1,011]¥#-1=[1,219]"* -1 = 0,0508

Przecietna kwartalna stopa inflacji byta réwna 5,08%.
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c) przecietna pétroczna stope inflacji:

7, =1[1,019-1,014-1,013-1,016 - 1,017 -1,02-1,02-1,02- 1,019 - 1,018 -
1,013-1,011]*2-1=[1,219]*2-1 = 0,1042

Przecigetna poiroczna stopa inflacji byta réwna 10,42%.

Przyklad 9.6
Roczna stopa inflacji wynosi 15%. Wyznaczy¢ srednig rownowazng stope
inflacji: a) miesieczna, b) kwartalng, c) péiroczna.

Rozwigzanie:
Wykorzystujac definicje stopy rownowaznej (rozdziat 8, definicja 8.6), wyzna-
czamy odpowiednio:

a) (1+7)12 = 1,15 —» 7, = 0,0117
b) (1+7)* = 1,15 — 7, = 0,0356
Q) (1+7)* = 1,15 — 7, = 0,0724.

Srednie réwnowazne stopy inflacji wyniosty odpowiednio: miesieczna 1,17%,
kwartalna 3,56%, potroczna 7,24%.

Przyklad 9.7

Roczna stopa inflagji jest rowna 7,5%. Jaka powinna by¢ kwartalna (pdtroczna),
w skali roku, stopa procentowa wktadow oszczednosciowych, aby oszczedno-
$ci byly 0 3% wyzsze (w skali roku) od stopy inflacji, przy zatozeniu kwartalnej
(potrocznej) kapitalizacji?

Rozwigzanie
Kapitalizacja kwartalna:

(1+£)4 = (1+0,075) + (1 +0,075) - 0,03 = 0,1032
Kapitalizacja potroczna:
(1 +§)2 = (1+0,075) + (1 +0,075) - 0,03 = 0,1045

Stopa procentowa wkladow oszczednosciowych powinna wynosic¢ 10,32%
przy kwartalnej kapitalizacji i 10,45% przy potrocznej kapitalizacji.
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Przyklad 9.8
Wyznaczy¢ realna stope wzrostu lokaty pienieznej, jezeli nominalna roczna
stopa procentowa wynosi w PKO BP 5,1%, a stopa inflacji w tym okresie jest
rowna 3,2%.

Rozwigzanie:
Wykorzystujac wzor (9.4), otrzymujemy:

_0,0561-0,032

Tr = W = 0,0184

Realna stopa wzrostu lokaty pienigznej jest rowna 1,84%.

Przyklad 9.9

Zal6ézmy, ze klient wptaca sktadke roczna w wysokosci 1500 zt i zalézmy
indeksacje 5%. Oblicz, jaka bedzie dwudziesta roczna sktadka? Czy indeksacja
dla klienta oznacza nominalny czy realny wzrost ptaconych sktadek?

Rozwigzanie:
Ks,, = 1500-1,05" = 3790
Wysokos¢ sktadki wyniesie 3790 zt i jest to wzrost nominalny.

Przyklad 9.10

Jedna z polis klienta zostata zawarta na 10 lat i pierwsza roczna wptata
wyniosta 2000 zt. Przyjeto zatozZenie, Ze roczna stopa zwrotu wynosi 5%. Jak
bedzie wygladat harmonogram wptat nominalnych uwzgledniajacych roczna
indeksacje w wysokosci 3%? Jaka bedzie wysokos$¢ kwoty do wyplaty? Jakie
beda realne wysokosci skladek przy zatozeniu 3% inflacji w okresie 10 lat?

Rozwigzanie:
Sktadka nominalna po uplywie 1 roku (indeksacja) — 2000-1,03' = 2060,00

Sktadka powiekszona o zakladane odsetki po uptywie 1 roku
— 2060-1,05° = 3195,74

Sktadka realna 1 roku (indeksacja) — 2060/1,03° = 1578,82
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Tablica 9.1. Harmonogram wptat nominalnych
Okres trwania polisy Sktadka Sktadka + odsetki Sktadka realna
10 2000,00 3257,79 1488,19
9 2060,00 3195,74 1578,82
8 2121,80 3134,86 1674,97
7 2185,45 3075,15 1776,97
6 2251,02 3016,58 1885,19
5 2318,55 2959,12 2000,00
4 2388,10 2902,76 2121,80
3 2459,75 2847,47 2251,02
2 2533,54 2793,23 2388,10
1 2609,55 2740,02 2533,54
Suma 22 927,76 29 922,72 19 698,60

Zrédlo: Opracowanie wiasne.

Kwota do wyptaty to 29 922,67 zt, suma wptlat to 22 927,71 zt. Po uwzglednieniu
3% inflacji 29 922,67 zI bedzie warte tyle co dzisiejsze 22 265,28 z1, a realna
suma wplat wyniesie 19 698,60 z1.

Po przeczytaniu tego rozdzialu Czytelnik powinien:

umie¢ rozréznia¢ nominalng i realna stope procentowa,

rozumied znaczenie inflacji w gospodarce,

umie¢ wyznaczy¢ warto$¢ facznej i Sredniej stopy inflacji,

znac pojecie indeksacji sktadki ubezpieczeniowej,

rozumied, w jaki sposob indeksacja wptywa na realng wartos¢ ubezpie-
czenia.

Pytania sprawdzajace

1.

2
3.
4

Jaka jest r6znica miedzy nominalng a realna stopa procentowq?

. W jaki sposdb indeksacja wplywa na realng wartos¢ ubezpieczenia?

Jakie sa skutki wystepowania inflacji w gospodarce?

. Kwartalna stopa inflacji wynosita 2,4%. Wyznaczy¢ realna stope pro-

centowa w tym okresie, jezeli nominalna kwartalna stopa procentowa
byta réwna 3,1%.

Miesigczna stopa inflacji wynosita: w styczniu 3,1%, w lutym 1,7%,
w marcu —0,3%. Obliczy¢ taczna stope inflacji za te trzy miesiace oraz
przecietng miesieczna stope inflacji.

Roczna kapitalizacja depozytdw bankowych wynosita w ciagu trzech
pierwszych lat 2,5%, w ciagu trzech nastepnych 1,2%. Wyznaczy¢
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10.

przecietna roczng stope procentowa za ten 6-letni okres. Przecietne
miesieczne wynagrodzenie nominalne brutto w gospodarce naro-
dowej w Polsce w pierwszym kwartale 2019 r. wynosito 4950 zt
[https://stat.gov.pl/wskazniki-makroekonomiczne]. Ustalono, ze ptace
w poszczegdlnych kwartatach beda indeksowane co kwartal wskaz-
nikiem réwnym 0,7 stopy inflacji kwartalu poprzedniego. Majac dane
stopy inflacji w poszczegdlnych kwartatach 2,5%; 2,1%; 1,9% i 3,1%,
w skali roku, wyznaczy¢:

a) przecietne ptace w poszczegolnych kwartatach,

b) roczna stope inflacji,

c) przecietna kwartalng stope inflacji,

d) realng stope wzrostu zarobkow.

Miesigczne stopy inflacji w poszczegdlnych miesigcach drugiego potro-
cza 2019 r. byty odpowiednio réwne: 2,9%; 2,8%; 2,2%; 2,3%; 2,5% 1 3,6%.
Wyznaczy¢ przecietna:

a) miesieczna stope inflacji,

b) kwartalng stope inflagji,

c) polroczna stope inflagji.

Roczna stopa inflacji wynosi 6%. Wyznaczy¢ srednia rownowazna stope
inflacji: a) miesieczng, b) kwartalna, c) pétroczna.

Wyznaczy¢ realna stope wzrostu lokaty pienieznej, jezeli nominalna
roczna stopa procentowa wynosi w PKO BP 2,5%, a stopa inflacji w tym
okresie jest rowna 3%.

Jedna z polis klienta zostala zawarta na 30 lat i pierwsza roczna wplata
wyniosta 1000 zt. Przyjeto zalozenie, ze roczna stopa zwrotu wynosi 3%.
Jak bedzie wygladat harmonogram wptat nominalnych uwzgledniaja-
cych roczna indeksacje w wysokosci 5%? Jaka bedzie wysokos¢ kwoty
do wyptaty? Jakie beda realne wysokosci sktadek przy zatozeniu 3,5%
inflacji w okresie pierwszych 10 lat i w okresie kolejnych 20 lat bedzie
to 4,5% inflacji?






Rozdzial 10
Rachunek rent

Sabina Nowak

Hasta: renta i jej rodzaje: czasowa, wieczysta, odroczona, ptatna z dotu, ptatna z gory,
uogolniona; réwnowaznosé rent

W dorostym zyciu kazdy spotyka sie z pojeciem renty, nie tylko ten, ktéremu
Swiadczenie pod taka nazwa przyznat ZUS. Renty otrzymujemy w postaci
stypendiow, wynagrodzen, dywidend i odsetek od kapitatu. Z drugiej strony
rowniez my wyplacamy renty, rozumiane jako splaty rat kredytu lub pozyczki,
placimy cyklicznie czynsz, czesne lub inne oplaty. Przedstawione w niniejszym
rozdziale przyklady i zadania moga by¢ pomocne przy podejmowaniu decyzji
dotyczacych dysponowania nadwyzkami finansowymi w celu osiagniecia
optymalnej renty w zaplanowanym przez nas okresie w przysztosci, np. pod-
czas dalszego studiowania. Moga réwniez okazac sie¢ przydatne przy zacia-
ganiu kredytu, biorac pod uwage mozliwosci jego sptaty, obecne i przyszte.

10.1. Renta - definicja i klasyfikacje

Renta jest ciagiem ptatnosci okresowych dtugoterminowych dokonywanych
w réwnych odstepach czasu. W waskim rozumieniu renta oznacza ciag wyptat
z tytutu swiadczenia spolecznego lub wyptat odsetek z ulokowanego kapitatu.
W szerszym kontekscie, powszechnie przyjetym w matematyce finansowej,
pod pojeciem renty rozumie si¢ ciag rat (wptat lub wyplat) ptaconych w réw-
nych odstepach czasu przez szereg stalych okreséw, np. miesiecy, kwartatow,
lat. W takim rozumieniu przyktadami renty s rowniez comiesieczne wyptaty
wynagrodzenia, ratalne splaty kredytu lub pozyczki, ptacenie czynszu lub
roczna dywidenda z tytutu posiadania akgcji [Bijak, Podgdrska, Utkin 1994,
s. 134].

Platnosci realizowane w ramach renty nazywane sa ratami. Okres pomie-
dzy dwiema kolejnymi ratami okresla sie jako okres bazowy. Jako moment
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poczatkowy wyplaty renty przyjmuje sie t =0, a jako moment koricowy — koniec
okresu, za ktory ptacona jest ostatnia rata.

Renty mozna sklasyfikowac¢ ze wzgledu na szereg réznych kryteriow.
Ze wzgledu na dlugosc okresu wyplaty (lub inaczej — ze wzgledu na liczbe
rat) renty dzielimy na czasowe i wieczyste. Renta czasowa jest wyptacana
przez skonczona liczbe nastepujacych po sobie okresow. Renta wieczysta
(zwana tez czasami wieczng lub dozywotnig) dotyczy sytuacji, w ktorej liczba
okresow zmierza do nieskonczonosci (innymi stowy — wyptata takiej renty
nie ma nigdy ustac¢ [Kozubski 1998, s. 41]). Ze wzgledu na moment wyptaty
renty dziela si¢ na platne z dotu, kiedy wyptata nastepuje na koniec (kazdego)
okresu, oraz renty platne z gory — z wyptata na poczatku (kazdego) okresu.
Z uwagi na czestotliwos¢ dokonywanych wyptat renty dzielimy zwykle na
miesieczne, kwartalne lub roczne. Z kolei ze wzgledu na wysokos¢ wyptat
wyroznia sie renty o stalej i zmiennej wysokosci wyplat, przy czym te ostatnie
moga zmieniac sie w postepie arytmetycznym, geometrycznym badz w sposob
dowolny. Kolejno, z uwagi na wyplate pierwszej raty, wyrdznia sie renty odro-
czone, czyli renty ptatne z dotu, ktérych wyplata jest odroczona (przesunieta)
o h okresow. Ostatnim kryterium jest pordwnanie czestotliwosci wyptat rat
i okresow kapitalizacji odsetek. Na poziomie elementarnym zaktada sie, ze
moment placenia raty i moment kapitalizacji odsetek pokrywaja sig, i takie
renty nazywa sie rentami prostymi. Na poziomie bardziej zaawansowanym
rozwaza sie rowniez renty okreslane jako uogdlnione, dla ktérych okresy
platnosci sa dtuzsze lub krotsze od okresow kapitalizacji odsetek®.

Renta prosta jest okreslana przez nastepujace charakterystyki [Bijak, Pod-
gorska, Utkin 1994, s. 134; Podgorska, Klimkowska 2013, s. 153]:

— liczbe rat (lub, w przypadku renty wieczystej, wskazanie, ze liczba rat

jest nieskonczenie duza i nieustalona),

— wysokos¢ raty,

— dlugos¢ okresu bazowego,

— moment platnosci pierwszej raty,

— stope procentowq okresu bazowego,

— zasady naliczania odsetek.

W rachunku rent przyjmuje si¢ zazwyczaj zalozenie o niezmiennosci dtu-
gosci okresu kapitalizacji oraz niezmiennosci wysokosci stopy procentowej
w calym okresie trwania renty.

81 Rente czasowgq prosta platna z dotu bedziemy w dalszej czesci opracowania nazywac
renta zwykla lub w skrécie renta, zgodnie z regulg przyjeta w matematyce finansowej
[zob. Podgorska, Klimkowska 2013, s. 153].
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10.2. Warto$¢ renty w dowolnym momencie. ROwnowazno$¢ rent

Kluczowym zagadnieniem rachunku rent jest okreslenie kapitatu réwno-
waznego rencie, czyli jej wycena. Wartos¢ biezaca renty mozna ustali¢ na
dowolny moment t. Polega to na zaktualizowaniu wartosci wszystkich rat na
ten moment i obliczeniu ich sumy.

W praktyce najwazniejsza jest wartos¢ renty na poczatek i na koniec jej
platnosci. Zatem warto$¢ poczatkowa (koricowa) renty jest odpowiednio suma
wartosci rat zaktualizowanych na moment poczatkowy (koncowy) renty.
Zgodnie z powyzsza definicjq wartos$¢ poczatkowa renty mozna zapisac jako:

K= Yt (10.1)

gdzie K, — warto$¢ poczatkowa renty; R, — rata ptatna w chwili ¢, t=1,2,..., n;
r — stopa procentowa okresu bazowego.

Wartos¢ konicowa renty wynosi:

2 R(1+7)"

K =¥ (102)

t=1

gdzie K — wartos¢ koncowa renty; pozostate oznaczenia jak we wzorze 10.1.
Z powyzszych wzoréw wynika, ze

K(1+7)" = K, (10.3)

co oznacza, ze warto$¢ poczatkowa i koricowa renty sa réwnowazne.
Zgodnie z definicja dwie renty nazywane sa rownowaznymi, jesli ich
poczatkowe wartosci sa jednakowe.

10.3. Renty o stalych ratach: platne z dotu, platne z gory,
wieczyste, odroczone

W przypadku renty zwyklej, czyli renty czasowej platnej z dotu, kazda rata
jest wyptacana na koniec okresu bazowego. Jako momenty platnosci przyjmuje
sie 1,2,...,n; momentem konicowym renty jest f = n. Wartos¢ poczatkowa takiej
renty, czyli wielkos¢ kapitalu, jaka nalezy wptaci¢ obecnie, aby na koncu
kazdego okresu t (t=1,2,...,n) otrzymac rente w statej wysokosci R jednostek
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pienieznych (R, = R), zakladajac kapitalizacje okresowq o stopie procentowej
réownej , oblicza si¢ ze wzoru:

- py_1
I<0 - R;(1+T)I (10.4a)

Korzystajac ze wzoru na sume wyrazow skonczonego szeregu geometrycz-
nego®, wzoér (10.4a) mozna zapisa¢ w postaci:

_ R 1
Ky, = 7[1 ~a H),,] (10.4b)
Postepujac w analogiczny sposob, wartos¢ koricowg takiej renty, definio-
wana jako:
L(1+7)"
mozna zapisa¢ w postaci:
K, = X[a+nm-1] (10.5b)

Wartos¢ poczatkowa i koricowa renty zwyklej mozna rowniez przedstawic
przy wykorzystaniu symboli stosowanych w naukach aktuarialnych jako:

Ky = Rag, (10.6a)
K, = Rsg, (10.6b)
. I-d+n™ . i .
gdzie a;, = ———— nazywa si¢ n-okresowym czynnikiem dyskontowania
1+n"-1
renty, a s, = ——— n-okresowym czynnikiem oprocentowania renty.

Czynniki te mozna interpretowac¢ odpowiednio jako wartos¢ poczatkowa
(a5,) i koncowaq (s;;,) renty jednostkowej (czyli renty o n ratach w wysokosci
R =1, przy stopie procentowej rownej r). Zachodzi pomiedzy nimi zaleznos¢
Sar = ﬂmr(l + 1’) "

W przypadku renty czasowej platnej z gory raty sg ptatne kazdorazowo
na poczatku okresu bazowego. Za momenty ptatnosci przyjmuje si¢ 0,1,...,n-1,
amomentem konicowym renty jest t =n. Warto$¢ poczatkowq tak zdefiniowanej
renty wyraza si¢ wzorem:
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W ReR_, R ., R
K™ = REny Y e Tt e (1072)

ktory po wykonaniu stosownych przeksztalcen mozna sprowadzic¢ do postaci
rownowaznej:

+ RA+1n) 1
Kon = Ra+r [1_ ( 1”),,] (10.7b)

Wartos¢ koncowa renty platnej z goéry wynosi:

—

D — 51
K, R(1+7) 2Ty (10.8a)
co mozna zapisa¢ w postaci:
K = Ra+n[a+nr-1] (10.8b)

Warto$¢ poczatkowa i koncowa renty ptatnej z gory takze mozemy wyrazic
za pomoca czynnika oprocentowania lub dyskontowania renty, odpowiednio
jako:

KV = Rig, (10.9a)
K = Rs, (10.9b)
1-Q+n)™
gdzie iy = (1+7) _rr oznacza czynnik dyskontowania renty,
. 1+n"-1 . .
ady, = (1+r)——F——- czynnik oprocentowania renty.

Czynnik d, ($5,) oznacza odpowiednio wartos¢ poczatkowa (koricowa)
renty jednostkowej platnej z gory. Warto zauwazy¢, ze dy, = (1+7)ay,
oraz$;, = (1+7)s;, azatem renta jednostkowa ptatna z gory jest renta zwykia
przyspieszona o jeden okres.

Dla renty wieczystej wycene prowadzi si¢ w oparciu o granice sumy
zaktualizowanych rat, zakladajac, ze n — .

Sensowne jest wyznaczenie jedynie wartosci poczatkowej renty, ktora

w przypadku renty wieczystej platnej z dotu wynosi:

limK, = K_ = lim %[1—(1#] =R (10.10)
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a dla renty wieczystej platnej z gory jest réwna:

1 <D = D) — 7
lim K, K. lim =

R‘“”[ . (10.11)

1 ] _ RA+n

Przyklad 10.1
Instytucja finansowa wyplacajaca rente przyjmuje fundusz rentowy, zaktadajac
kapitalizacje ztozong kwartalng i oprocentowanie kwartalne na poziomie 2,5%.
Jaki fundusz trzeba zgromadzi¢, aby instytucja mogta:
a) na koniec kazdego kwartatu wyptacac rente wieczysta w wysokosci
3000 zt,
b) na poczatek kazdego kwartatu wyptacac rente wieczysta w wysokosci
3000 zt.
Ile powinno wynosi¢ oprocentowanie kwartalne, aby, przy wysokosci
funduszu wyznaczonego odpowiednio w punkcie a) i b), kwartalne wyptaty
z dotu (z gory) byly réwne 5000 z1?

Rozwigzanie:
a) dane: R=3000;r,=2,5%; n — ;K = 7?

Korzystajac ze wzoru (10.10), otrzymujemy K = % = 120 000 zt.

b) dane: R=3000; r,=2,5%; n — oo, K.V =?

: . . _ 3000-(1+0,025)
Korzystajac ze wzoru (10.11) otrzymujemy K V' = oo - 123000 zl.

W przypadku kwartalnych wyplat w wysokosci 5000 z oprocentowanie
kwartalne powinno by¢ odpowiednio réwne:
— dla renty ptatnej z dotu:

_ R _ 5000 _ _ .
=% = T0000 = 004166(6) = 4,167%;

— dla renty ptatnej z gory:

R 5000 _ _
r = TR = T 0005000 = 004237 = 4.237%.

Przyklad 10.2

Twoim noworocznym postanowieniem jest wyjazd na wycieczke zagraniczna
w sierpniu biezacego roku. Wycieczka kosztuje 8000 zt. Aby uzbiera¢ kwote na
jej optacenie, postanowiles wplacac na koniec kazdego miesiaca, poczawszy
od stycznia, statg kwote na swoj rachunek bankowy oprocentowany wedtug
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miesiecznej stopy procentowej r = 0,45%, z miesieczna kapitalizacjg odsetek.
Jaka powinna by¢ wysokos¢ raty, jesli 1 sierpnia chcesz mie¢ na koncie zato-
zong kwote? Jak zmienitaby sie wysokos¢ raty, gdyby wplaty nastepowaty
na poczatku miesigca?

Rozwigzanie:
Dane: K, =8000; r =0,45%; n=7; R="?
Przeksztatcamy wzor (10.6b) i otrzymujemy:
K K Kr

R= Sar A=l (T+n'-
r

Stad wysokos¢ raty w przypadku wptat dokonywanych na koniec miesigca
WYNosi:

8000 - 0,0045

R = (1+0,0045)7 — 1

= 1127,52 zt

W przypadku rat wptacanych na poczatku miesigca korzystamy ze wzoru
(10.8b) i po przeksztatceniu otrzymujemy:

K “Dr

R = G-y - 1122472

Innym przypadkiem jest renta odroczona, czyli renta zwykta z opdznio-
nymi ptatnosciami. Wyplata renty odroczonej o m okreséw (m € N)nastepuje
na koniec kazdego okresu poczawszy od m, a zatem w momentach m + 1,
m+2,...,m+n.

Wartos¢ poczatkowa renty odroczonej o m okresOw wyznacza sie jako:

(—m) -
RY (10.12a)
co mozna wyrazi¢ za pomoca wartosci poczatkowej renty zwyklej:
em = RA+ryma, = a (10.12b)
KO T (1 + r)m .

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze opdznienie rat zmniejsza poczatkowa
wartos¢ renty. Chcac zachowac¢ wartos¢ poczatkowa renty odroczonej
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o m okreséw na poziomie K, nalezatoby zwigkszy¢ kazda rate do wysokosci
RA+7)" t=12,...1n.

Wartos¢ koncowa renty odroczonej o m okresow jest rowna wartosci
koncowej renty zwyktej:

Kl(—m) — R;(1+r)714 =R sﬁlr = Kn (1013)

Stad wynika, ze w przypadku renty odroczonej o m okreséw réwnowaznosc
wartosci poczatkowej i wartosci koncowej renty mozna wyrazic jako:

K, “m(1 + ) = K m (10.14)

Z kolei wartos$¢ poczatkowa renty wieczystej odroczonej o m okresow
WYNosi:

lim K = Ko = Jim—2 = Jiy —& [1 1 ]= R (10.15)

ims (L4 s @[T A+nt| A"

Przyklad 10.3
Jaka kwote powiniene$ wptaci¢ do banku przy oferowanej rocznej stopie
procentowej r = 10% i rocznej kapitalizacji, aby w ciggu 15 lat otrzymywac
rente rowng 2500 zt:

a) platna na poczatku roku,

b) ptatna na koniec roku,

c) ktdrej ptatnosci rozpocznag si¢ po uptywie 10 lat od momentu wptaty

srodkow do banku.

Rozwigzanie:
a) dane: R =2500; r =10%; n=15; K,=?
Korzystajac ze wzoru (10.6a), otrzymujemy:
Ky = 2500 ayg,, = 25001522 =19 015,20 zt.
b) dane R =2500; r = 10%; n =15; K,V =7

Korzystajac ze wzoru (10.9), otrzymujemy:

KV = 2500 fig;p, = 2500 - 1,1 -

1-(1+0,1)™"
0,

P =20916,72 zb,
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¢) dane R =2500; r=10%; n =15; K,"'* =7
Korzystajac ze wzoru (10.12b), otrzymujemy:
K, = K (1+0,1)7°=7331,18 zL.

W pierwszym przypadku powiniene$ wplaci¢ do banku 19 015,20 zt, za$
w drugim - 20 916,72 z1. Jesli jeste$ zainteresowany rentg odroczong, wplata
powinna wynosi¢ 7331,18 zt.

Korzystajac ze wzordw (10.6a) i (10.6b), mozna wyprowadzi¢ wzory na
liczbe rat przy zatozonej wartosci poczatkowej renty prostej K;:

K
in(1-7) Ky
n = —W dla <1—T) >0 (10.16a)
lub okreslonej wartosci koncowej renty prostej K :
K
ln<1 + %)

Warto zauwazy¢, ze liczba rat n okreslona wzorem (10.16a) lub (10.16b) na
ogotniejest liczba catkowita. Otrzymany wynik wymaga czesto zaokraglenia,
np. poprzez przyjecie catkowitej czesci otrzymanej liczby lub dodanie do
czesci catkowitej rozwigzania wartosci 1. Taka korekta wymaga modyfikagji
wysokosci rat — albo wszystkich proporcjonalnie, albo tylko ostatniej [Bijak,
Podgorska, Utkin 1994, s. 145].

Przyklad 10.4
Zamierzasz przeprowadzic¢ remont swojego mieszkania. W tym celu musisz
zgromadzi¢ na swoim koncie oszczednosciowym:

a) 15000 zt (opcja 1, remont kuchni i fazienki),

b) 25000 zt (opgja 2, optymistyczna, remont calego mieszkania).

Postanowites, ze bedziesz wplacac¢ systematycznie 1000 zt na koniec kaz-
dego miesigca, poczynajac od stycznia. Ilu wplat musisz dokonac, aby zebrac
zalozong kwotg, jesli nominalna stopa procentowa wynosi 12,6%, a odsetki
na rachunku bankowym kapitalizowane sg co miesiac?
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Rozwigzanie:
a) dane: K, =15 000; R =1000; r,, =12,6%/12 =1,05%; n ="?

Ze wzoru (10.16b) otrzymujemy:

0,0105 - 15 000
! (1 ) 1000 )
T T m@r00105) 14,00277

Z niewielkim przyblizeniem mozemy przyja¢, ze liczba wptat wyniesie
14, zatem nalezy sie spodziewad, ze rozpoczynajac wplaty w styczniu
danego roku, na koniec lutego kolejnego roku osiagniesz swdj cel. Warto

. .. (1+0,0105)"*~-1
jednak zauwazy¢, ze sg o5, = —go105 = 14 996,81 zI, zatem do

osiagniecia zatozonego celu zabraknie 3 zt i 18 groszy. O taka kwote
nalezaloby powiekszy¢ ostatnig wptate.
b) dane: K, =25 000; R =1000; r,, =12,6%/12 = 1,05%; n =?

0,0105 - 25 000)

”(1 1000
"= T naeoons) 2231576

Na poczatek przyjmiemy za liczbe rat wartos$¢ catkowita otrzymanego

wyniku, n = 22. Po wplacie 22 rat w wysokosci 1000 zt na rachunku

1+0,0105)*-1 .
bankowym zgromadzisz s, s, = % =24 604,08 z1. Z kolei

przyjmujac jako rozwiazanie wartos¢ catkowita wyniku powiekszona
01, n =23, otrzymamy sz, (5, = 25 862,43 z1. W pierwszym przypadku
ostatnia rate w wysokosci 1395,92 zt powiniene$ wptaci¢ w pazdzierniku
kolejnego roku, w drugim zas — ostatnia rata, wptacana w listopadzie
kolejnego roku, wyniesie 137,57 z1%.

10.4. Renta uogolniona

Renta uogdlniona nazywamy ciag ptatnosci, w ktérym czestotliwos¢ wyptat
nie pokrywa si¢ z okresem kapitalizacji odsetek. Zaklada sie przy tym, ze
odsetki za poszczegolne podokresy naliczane sa zgodnie z zasada oprocen-
towania sktadanego.

Wyrdznia sie dwa rodzaje renty uogolnionej:

1) rente, w ktorej okres bazowy = n - okres kapitalizacji,

2) rente, w ktorej okres kapitalizacji = n - okres bazowy,

% Wiecej podobnych przyktadéw mozna znalez¢é w rozdziale 6 pracy [Adamczak, Maje-
rowska 2003].
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gdzie n jest dowolna liczba naturalng, przy czym w pierwszym (drugim) przy-
padku poczatek okresu bazowego (kapitalizacji) pokrywa sie¢ z poczatkiem
jednego z okresow kapitalizacji (bazowych)™.

Przyklad 10.5
Oblicz koncowa wartos¢ kapitatu zgromadzonego przez fundusz ubezpiecze-
niowy przy zatozeniu, ze dokonano 40 kwartalnych wptat w wysokosci 250 zt
na rachunek bankowy oprocentowany wedtug nominalnej stopy procentowej
rownej 10%, jesli kapitalizacja odsetek odbywa si¢ a) co kwartat, b) co rok,
C) co miesiac.

Rozwigzanie:
Dane: n = 40; R =250; r = 10%; K, = K,, =?

a) Mamy w tym przypadku do czynienia z rentg prosta, w ktorej okres
bazowy pokrywa sie z okresem kapitalizacji odsetek. Wystarczy policzy¢
kwartalna stope procentowq r, = 10% /4 = 2,5%. Korzystamy ze wzoru
(10.6b) i otrzymujemy:

(1,025)% -1

0,025

b) Renta uogolniona, typ (2) — okres kapitalizacji (rok) jest czterokrotnie
dtuzszy od okresu bazowego (kwartal). Musimy wyznaczy¢ stope pro-
centowa kwartalna przy kapitalizacji rocznej, ktdra jest rownowazna sto-
pie nominalnej 10%:r = (1+0,10)"*-1=2,4114%. Nastepnie wyliczamy

K, =K,, zgodnie ze wzorem (10.6b) i otrzymujemy K,, =16 523,21 z1.

Ky = Rsgs, = 250 - =16 850,64 7.

¢) Renta uogolniona, typ (1) — okres bazowy (kwartat) jest trzykrotnie
dtuzszy od okresu kapitalizacji (miesigc). Tym razem musimy
zamienié stope oprocentowania na stope kwartalng rownowazna
miesiecznej kapitalizacji: » = (1+0,008333)° -1 = 2,5209% (wczesniej
wyznaczamy miesigczna stope procentowa jako r,, = 10%/12 = 0,833%).
K,, obliczone zgodnie ze wzorem (10.6b) wynosi 16 928,95 zi.

Przyklad 10.6

Zadecydowates, ze bedziesz gromadzic¢ fundusz rentowy. Na dobry poczatek
wniosle$ wplate w wysokosci 2000 zt. Przez kolejne 15 lat zamierzasz wptacac
taka sama kwote na koniec kazdego kwartatu.

# Wiecej na temat renty uogolnionej zob. np. [Podgdrska, Klimkowska 2013, s. 173-178;
Jaworski, Micat 2005, s. 123-150].
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a) Jaki fundusz rentowy zgromadzisz, jesli kwartalna stopa procentowa
wyniesie 3%?

b) Ile wyniesie miesieczna renta ptatna z goéry przez okres 10 lat, przy
zalozeniu miesiecznej stopy procentowej rownej 1%?

c) Przez jaki okres bedziesz mogl pobiera¢ miesieczng rate w wysokosci
6000 zt ptatng z dotu, przy niezmienionym oprocentowaniu?

Rozwigzanie:
a) dane:n = 15-4=60; R =2000; r, = 3%; K, = K, =?

Korzystajac z wzoru (10.6b) i pamigtajac o pierwszej wplacie , ekstra”,
obliczamy warto$¢ koricowa renty:

K, = K, = 2000 - 1,03% +2000 - 55, = 337 890,08 zt.
b) dane:n = 10 - 12 =120; K,*Y =337 890,08; r,, = 1%; R =?

Przeksztatcamy wzor (10.9a) i wyznaczamy wysokos$¢ miesiecznej
platnosci:

R - K 337 890,08
T (1+0,01) Hhe=

=4799,74 z1.

¢) dane: K, =337 890,08; r,, = 1%; R = 6000; n =?

0,01 - 337 890,08
ln<1 B 6000 )
In(1+0,01)

miesiecznych rat wyniesie 82, co oznacza wyptate renty przez 6 lat i 10

Wykorzystujemy wzor (1.16a): n = - = 82,23. Liczba

miesiecy. Poniewaz wynik nie jest liczbg catkowita, i jest wiekszy od
82, oznacza to, ze nie caly fundusz zostanie wyptacony. Do wyplaty
pozostanie jeszcze Ry, =337 890,08 - 1,01% - 6000 - sg,,, = 1371,37 zk.

Po lekturze tego rozdzialu Czytelnik powinien:
* znad pojecie renty;
* umie¢ wyznaczy¢ wysokos¢ pojedynczej raty dla réznych rodzajow
renty: platnej z dotu, ptatnej z gory, wieczystej, odroczonej o m okresow;
* umiec wyznaczy¢ wartos¢ poczatkowa i konicowa renty ptatnej z dotu,
platnej z gory, wieczystej, odroczonej o m okresow.

Pytania sprawdzajace
1. Ztytutu ubezpieczenia rentowego przez najblizsze 25 lat bedziesz otrzy-
mywac miesieczne swiadczenie w wysokosci 1500 zt. Zakladamy, ze
nominalna stopa procentowa wyniesie 12%, a odsetki sa kapitalizowane
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co miesiac. Jaka kwote powinna dzis$ zgromadzi¢ firma ubezpieczeniowa,
jesli:

a) $wiadczenia beda wyptacane na koniec kazdego miesiaca,

b) $wiadczenia beda wyptacane na poczatku miesigca?

O ile wyzsza powinna by¢ ta kwota, gdyby renta miata by¢ wieczysta?

2. W dniu narodzin dziecka rodzice zdeponowali w banku kwote 30 000 zt
w celu zabezpieczenia renty, ktorej ptatno$¢ miataby sie rozpocza¢ po
ukonczeniu przez dziecko 18 roku zycia i trwaé przez nastepne 10 lat.
Bank stosuje kapitalizacje roczng, a nominalna stopa procentowa
wynosi 10%.

a) Jaka jest wysokosc raty renty rocznej ptatnej z dotu?
b) Jaka jest wysokos¢ raty miesiecznej renty ptatnej z dotu przy pozo-
stalych warunkach niezmienionych?

3. Poukonczeniu studiow podjates statg prace w wieku 24 lat. Przez kolej-
nych 15 lat wplacate$ na fundusz emerytalny kwote 200 zt na koniec
kazdego miesiaca. Obowiazywata wowczas nominalna stopa procentowa
na poziomie 10%, a odsetki byly kapitalizowane co rok. Przez kolejne
10 lat wptacates na fundusz 500 zt miesigcznie, przy nominalnej stopie
procentowej 8% i niezmienionym systemie naliczania odsetek. Jaka
miesieczng rente ptatng z dotu rente bedziesz pobierat przez 12 lat po
zakonczeniu gromadzenia Srodkdw w sposob opisany wyzej, zaktadajac,
ze nominalna stopa procentowa w okresie pobierania renty wyniesie
6%? Ile wyniesie wysokos¢ takiej renty, jesli bedzie platna z gory?






Rozdziat 11
Ratalna splata dlugow

Sabina Nowak

Hasla: sptata dtugu, rata, odsetki, czes¢ kapitatowa i czes¢ odsetkowa raty dtugu,
rata annuitetowa

Marzenia o byciu rentierem nieczesto si¢ spetniajg. Czesciej musimy siegac po
kredyt—na studia, samochdd, mieszkanie, podroze itp. Decyzja o zaciggnieciu
kredytu jest jedna z najwazniejszych decyzji finansowych podejmowanych
w zyciu. Przyklady zawarte w tym rozdziale pomoga Czytelnikom w wyborze
kredytu najbardziej korzystnego pod wzgledem czasu sptaty, wysokosci rat
(stalej lub zmiennej) oraz mozliwosci jednorazowej sptaty odsetek (prioryte-
towo lub przy ostatniej racie). Po wykonaniu zadan Czytelnicy beda potrafili
samodzielnie sporzadzic¢ optymalny harmonogram sptat kredytu i beda dobrze
przygotowani do rozmowy w banku.

11.1. Splaty odsetek i kapitatu

Przedmiotem rozwazan w niniejszym podrozdziale jest dtug powstaty w chwili
t =0 w wyniku przekazania przez wierzyciela kapitatlu w wysokosci S, > 0
dtuznikowi. Diuznik sptaca diug w sposob ratalny, za pomoca n rat o wartosci
Rj > 0 w rowno oddalonych momentach, j=1,2,...,n. Okres oddzielajacy dwa
kolejne momenty sptaty nazywamy okresem bazowym. Dla uproszczenia
zakladamy, ze kwota S, wyptacana jest jednorazowo, a raty obejmuja pozy-
czony kapitat i naliczone odsetki, natomiast nie zawieraja innych kosztéw
obstugi dtugu, takich jak prowizja, optaty manipulacyjne czy ubezpieczenie
dtugu. Przyjmujemy, Ze oprocentowanie odsetek w okresie bazowym wynosi
r,r>0.

Zgodnie z zasada rownowaznosci dtugu i rat dtug o wartosci S, w momen-
cie t =0 jest rownowazny ciaggowi rat w wysokosci R; ptatnych w momentach
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j=12,...n, jedli kapitaly przekazane sobie przez wierzyciela i dluznika sg
rownowazne [Podgorska, Klimkowska 2013, s. 185]. Wynika z tego, Ze wartos¢
dlugu zaktualizowana na moment jego umorzenia® jest réwna tacznej wartosci
rat zaktualizowanych na ten sam moment, co mozna zapisac jako:

S+t = FR(1+7)m (11.1)
=1

Ciag rat R; mozna pordwnac do renty prostej ptatnej z dotu, z wartoscia
poczatkowa K S, i wartoscig koncowa K, = S,(1+7 )"

Rozpatrujac aktualizacje na dowolny moment j = 1,2,...,n, warunek réw-
nowaznosci mozemy zapisac jako:

S(L+7r) = 211 (1+7)m+ ) R (1+7)™ (11.2)

m=j+1

gdzie Z R (1 + 7)™ oznacza sume rat zaptaconych do chwili j, a Z R (1+7)m
— sume rat pozostajacych do zaplaty. pr=n

Dtug biezacy mozna przedstawi¢ w ujeciu retrospektywnym jako kapitat
pozostaty do sptaty w momencie j, po zaptaceniu raty R;:

S = S(L+r)i- ana + ) (11.3a)

lub w ujeciu prospektywnym jako sume rat pozostajacych do zaptaty w okre-
sach,j+1,...,n

_2]; R, (1 +ry™ (11.3b)
Jedli zapiszemy:
; R (1+ 7)™ ng&nu Fry-R = (1+ r)ij@ﬂ +ryn-R (11.4)
oraz, wynikajace z (11.3b):
5., = mi:ija +pyriom (11.5)

% Jedli wartos¢ dtugu zaktualizujemy na moment 0, rownanie (11.1) przyjmie postac

S, = 2R(1+r)
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otrzymamy:
S = (1+nS,-R (11.6)

Stad wiadomo, ze wartosc¢, o jaka diug zmniejsza si¢ w j-tym okresie, S, = S,
wynosi:

Sa-5 = R-15, (11.7)

gdzie rS,_, jest wartoscia odsetek naleznych za okres j, O..
W zwiazku z powyzszym rate R; mozemy zapisac jako sume dwoch sktadnikow
R = U+0, (11.8)

gdzie U, = S, =S oznacza czes¢ kapitatowa raty, a O, = 15, — czeS¢ odset-
kowa. Poniewaz

1

f(%_l-Sj) =2U =5 (11.9)
=1

=1

-

diug biezacy mozna przedstawic¢ w zaleznosci od czesci kapitatowych U,
w ujeciu retrospektywnym?®:

flllm (11.10a)

m=1

5 =5

i ujeciu prospektywnym:

5 = mzflu (11.10b)

Zaleznos¢ (11.10a) odzwierciedla, iz dtug biezacy odpowiada dlugowi

poczatkowemu pomniejszonemu o sume rat kapitatowych juz zaptaconych,

natomiast (11.10b) wskazuje, ze dlug biezacy jest réwny sumie niezaptaconych
rat kapitatowych?.

Warto zauwazy¢, ze sumowanie rat kapitatowych U; we wzorach (11.9) oraz

(11.10a) i (11.10b) jest dopuszczalne, z uwagi na to, iz czes¢ kapitatowa U, raty

8 Indukeyjny dowdd tej zaleznosci mozna znalez¢é w pracy [Podgodrska, Klimkowska 2013,
s. 192].

8 Relacje (11.10a) i (11.10b) stanowia analogie do retrospektywnej i prospektywnej zalez-
nosci dfugu biezacego od rat R; (por. wzory (10.19a) i (10.19b)).
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R; okresla te czes¢ kapitatu poczatkowego S, ktora jest sptacana w j-tej racie,
a zatem odnosi si¢ do momentu poczatkowego (jest obliczana na moment 0).
Nie mozna sumowac w taki prosty sposob, bez aktualizacji, czesci odsetko-
wych O, ani rat R, Odsetki zaktualizowane na moment 0 oblicza si¢ ze wzoru:

Oo = ioj(l +r)7 (11.11)
=il
za$ zaktualizowane na dowolny moment m jako:

O,

(m)

= O(1+7)" (11.12)

Wartos¢ O, odzwierciedla kwote potrzebng do splaty catosci odsetek od
dtugu, jednorazowo w momencie m.
Priorytet sptaty odsetek polega na tym, ze podczas sptaty dlugu odsetki
zwracane sa w pierwszej kolejnosci, przed sptata kapitatu. Oznacza to, ze:
a) jezeli R]. > O]., to rata R]. splaca nalezne odsetki O]. i pomniejsza dlug
kapitatowy o wartos¢ U, =R, - O,
b) jezeli R; <O, to rata R; sptaca odsetki rowne O, i powigksza dtug kapi-
tatowy o warto$¢ O, - R*.

Przyklad 11.1

Kredyt w wysokosci 3000 z1 jest sptacany w czterech ratach kwartalnych.
Pierwsza rata wynosi 700 zt, druga i trzecia — po 800 zt. Kwartalna stopa
procentowa wynosi 5%.

1) Wyznacz wysoko$¢ czwartej raty zgodnie z zasadgq rownowaznosci
dtugu i rat.

2) Oblicz dtug biezacy po zaptaceniu:

a) pierwszej raty,
b) trzeciej raty.

3) Sporzadz schemat sptaty dlugu w ponizszej tabeli, gdzie j oznacza
numer okresu bazowego (j=1,2,3,4); S, , - wysokos¢ dtugu biezacego na
poczatku okresu j; R; - rate ptatna w j-tym okresie; O, — czes¢ odsetkowa
raty R; U, - czes¢ kapitalowa raty R; S; — dtug biezacy na koniec okresu j
(po zaptaceniu j-tej raty).

8 Mowimy woéwczas o tzw. ujemnym umorzeniu dtugu.
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Suma

Rozwigzanie:
1) Na poczatku wyznaczamy wysoko$¢ ostatniej, czwartej raty.

Aktualizujemy dlug na moment 0, korzystajac ze wzoru (11.1):
3000 = 700(1 +0,05)~" +800(1 +0,05)2+800(1 +0,05)* + R,(1 + 0,05)*
R, = 3000(1,05)*-700(1,05)* - 800(1,05)> - 800 - 1,05; R, = 1114,18 zt.
2a) Dlug biezacy po zaplaceniu pierwszej raty (j = 1):
— obliczony zgodnie z ujeciem retrospektywnym (por. wzor (11.3a)):
S, = 3000(1+0,05) - 700 = 2450.
— obliczony zgodnie z ujeciem prospektywnym (por. wzoér (11.3b)):
S, = 800(1,05)" +800(1,05)2 + 1114,18(1,05)* = 2450.
2b) Dtlug biezacy po zapltaceniu trzeciej raty (j = 3):
— obliczony zgodnie z ujeciem retrospektywnym (por. wzoér (11.3a)):
S, = 3000(1,05)* - 700(1,05)* - 800(1,05)" - 800(1,05)° = 1061,125.
— obliczony zgodnie z ujeciem prospektywnym (por. wzoér (11.3b)):
S, = 1114,18(1,05)" = 1061,125.
3) Obliczamy poszczegolne wartosci potrzebne do uzupetnienia schematu
splaty dtugu, rozpoczynajac od pierwszej raty:
j=15,,=5,=3000; R, =700; O, =rS,, = 0,05 - 3000 = 150; U, =1, - O, =
700 — 150 =550; S, = S, — U, = 3000 — 550 = 2450.
Analogicznie, po zaplacie drugiej raty otrzymujemy:
j=2;5,,=5,=2450; R,=800; O,=rS; ;= 0,05-2450 = 122,5; U, =R, - O,
=800-122,5=677,5;S,=S, - U,=2450 - 677,5=1772,5.
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Kontynuujac obliczenia, dochodzimy do nastepujacego schematu sptaty

dtugu:

Tablica 11.1 Schemat sptaty dtugu dla danych z przyktadu 11.1

j S i R ; @) ; LI). S ;

1 3000 700 150 550 2450

2 2450 800 122,5 677,5 1772,5

3 1772,5 800 88,625 711,38 1061,125

4 1061,125 1114,18 53,056 1061,12 0
Suma X X X 3000 X

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

11.2. Dlug o stalych kwotach platnosci

Rozwazmy splate dlugu S, ratami o jednakowej wysokosci R]. =R,j =”1,2,. L M.

Zgodnie z zasadg rownowaznosci kapitatu (por. wzér (11.1)), S, = RY(1+1)7,
. =1

czyli: !

S, = Ray, (11.13)

gdzie a;,, oznacza n-okresowy czynnik oprocentowania renty (por. wzor
(10.6a)).

W przypadku kredytu o stalych ratach, zwanych ratami annuitetowymi,
zaleznos¢ dlugu biezacego od rat w ujeciu retrospektywnym przedstawia sie

nastepujaco:
5 =5 <1 +r>1<1 - ”“’) (11.14a)
7 0 amr .
za$ w ujeciu prospektywnym jako:
am}’
S =5, aj’ (11.14b)
Czes$¢ kapitalowa raty annuitetowej mozna zapisac jako:
u=u(1+r)m (11.15)

Ciag wartosci U, jest zatem ciggiem geometrycznym o pierwszym wyrazie
U,=R-S5,iilorazie 1+r.Stad wynika, ze U= U, ,(1 +7), a zatem w przypadku
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splaty dtugu ratami o jednakowej wysokosci, w kazdej kolejnej racie dtuznik
zwraca wierzycielowi kapitat (1 + ) razy wigkszy niz w racie poprzedniej.

Laczna wartos¢ odsetek zaktualizowana na moment 0 (por. wzor (11.11))
Wynosi:

Op = S-To(R-5) (11.16)

Przyktad 11.2
Kredyt w wysokosci 5000 zt wyptacany w momencie ¢ =0 jest splacany w pieciu
kwartalnych ratach o jednakowej wysokosci. Kwartalna stopa oprocentowania
kredytu wynosi 1,1%.

1) Wyznacz wysokos$¢ rat annuitetowej zgodnie z zasadg rownowaznosci

dltugu i rat.

2) Sporzadz schemat sptaty dtugu zgodnie z tablicg z przyktadu 11.1.

Obliczamy wysokos¢ rat, korzystajac ze wzoru (11.13):

_ S _ % 5000  _
R =G> = =G = Toaroomys - 103324z
r 0,011

Wyliczamy poszczegolne wartosci potrzebne do uzupehnienia schematu sptaty
dtugu, rozpoczynajac od pierwszej raty:

j=1;5.,=5000; R =1033,24; O, =S, =0,011 - 5000 = 55; U, = R~ O, = 1033,24 - 55
= 978,24; S, =S, — U, = 5000 ~ 978,24 = 4021,76.

Analogicznie, po zaplacie drugiej raty otrzymujemy:

j=2;S.,=8,=4021,76; R=1033,24; O, =S, = 0,011 - 4021,76 = 44,24; U,=R - O,
=1033,24 — 44,24 =989; S, = S, — U, = 4021,76 — 989 = 3032,76.

Kontynuujemy obliczenia do j =5 i dochodzimy do nastepujacego schematu
splaty dtugu:

Tablica 11.2. Schemat sptaty dlugu dla danych z przykladu 11.2

j 5 -1 R}. O]‘ U]. SJ'

1 5000 1033,24 55 978,24 4021,76

2 4021,76 1033,24 44,24 989 3032,76

3 3032,76 1033,24 33,36 999,88 2032,88

4 2032,88 1033,24 22,36 1010,88 1022

5 1022 1033,24 11,24 1022 0
Suma X X X 3000 X

Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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11.3. Dlug o stalych ratach kapitalowych

Drugim typem raty stosowanej zwyczajowo przy splacie kredytu jest — obok
raty annuitetowej — rata o stalej czesci kapitatowej. Za pomoca takiej raty
w kazdym kolejnym okresie Eazowym j=1,2,...,n umarza si¢ taka sama czes¢
dtugu kapitalowego réwna 7 oraz splaca biezace odsetki O, Mozna zatem
zapisad, iz:

SO
Uu=us=3 (11.17)

Sa-5=U (11.18)
Przy wyborze sptaty dtugu ratami o statej czesci kapitatowej:
— ciag wartosci dtugu biezacego S, (j=1,2,...,n) jest ciagiem arytmetycznym
o poczatkowym wyrazie S, i roznicy -U;
— ciag wartosci odsetek O; (j = 1,2,...,n) jest ciagiem arytmetycznym
o poczatkowym wyrazie rdwnym iloczynowi S i roznicy —Ur.
Dtug biezacy na koniec j-tego okresu (po zaptaceniu j-tej raty) wyraza
si¢ zatem jako (11.18), natomiast czes¢ odsetkowa O, raty R; zapisa¢ mozna
w postaci:

0 = sr-(j-1ur = [nu-(j-1)ulr = (n-j+1)ur  (11.19)

Z powyzszego wynika, ze ciag rat R, j = 1,2,...,n, jest rOwniez ciagiem
arytmetycznym o pierwszym wyrazie Syr + U i réznicy —Ur.
Wartosc raty R; = O, + U mozna przedstawic jako:

R = (n-j+1)ur+U = [1+(n-j+1)rju (11.20)

Laczna warto$¢ odsetek zaktualizowana na moment 0 wynosi:

Op = (n-a,,)U (11.21)

Przyklad 11.3

Rozwazmy ponownie kredyt w wysokosci 5000 zt sptacany w pieciu kwartal-
nych ratach, tym razem zaktadajac, Ze beda to raty o statej czesci kapitalowej.
Kwartalna stopa oprocentowania kredytu wynosi 1,1%. Sporzadz schemat
splaty dtugu zgodnie z tablica z przyktadu 11.1.
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Rozwigzanie:
Kapitatowgq czes¢ raty wyznaczamy wedlug wzoru (11.17) u=u-= @ =1000,
j=12,...,5. Odsetkowa czes¢ raty wyliczamy zgodnie ze wzorem (11.19),

a dtug biezacy wedtug wzoru (11.18). I tak dla kolejnych rat wyniki wynosza:
j=1,5,=5,=5000; U=1000; O, = (6 -1+1)1000 - 0,011 =66; R, =U+ O, =

=

1066; S, =S, — U = 5000 — 1000 = 4000;

j=2; S, =5, =4000; U=1000; O,= (6 - 2+ 1)1000 - 0,011 =55; R, = U + O, =
1055; S, =S, — U = 4000 — 1000 = 3000.

Kontynuujemy obliczenia do j =5 i otrzymujemy nastepujacy schemat sptaty
diugu:

Tablica 11.3. Schemat sptaty diugu dla danych z przyktadu 11.3

j S];1 Rj Oj U/. Sj

1 5000 1066 66 1000 4000

2 4000 1055 55 1000 3000

3 3000 1044 44 1000 2000

4 2000 1033 33 1000 1000

5 1000 1022 22 1000 0
Suma X X X 3000 X

Zrodlo: Opracowanie wiasne.

Szczegdlnym przypadkiem splaty dtugu za pomoca statych rat kapitato-
wych jest mozliwos¢ jednorazowej sptaty odsetek.

Zalézmy, ze dtuznik w kazdym okresie j, j=1,2,...,n, sptaca jednakowa czes¢
dtugu kapitatowego 7, a w wybranym momencie m, 1 < m < n,jednorazowo
sptaca taczna wartos¢ odsetek ze wszystkich okresow.

Nalezy zaktualizowac¢ taczna warto$¢ odsetek na moment m (por. wzoér
(11.21)):

O,

(m)

= (n-ay)(1+r)mu (11.22)
Otrzymamy wowczas ciag rat R, w wysokosci U dlaj # m oraz

R = O, +Udlaj = m (11.23)
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Przyklad 11.4
Kontynuujemy rozwazania nad splata kredytu w wysokosci 5000 zt w pieciu
kwartalnych ratach, przy zalozeniu, Ze sq to raty o statej czesci kapitatowej.
Zmieniamy zatozenie dotyczace sptaty odsetek: tym razem maja zostac spta-
cone jednorazowo, razem z ostatnia ratq. Kwartalna stopa oprocentowania
kredytu niezmiennie wynosi 1,1%. Jak bedzie wygladal schemat sptaty diugu,
jesli:

a) utrzymamy w mocy zalozenie priorytetu splaty odsetek,

b) uchylimy zatozZenie priorytetu sptaty odsetek.

Rozwigzanie:
Na poczatek wyznaczamy kwote potrzebna do jednorazowej sptaty odsetek
w okresie m = 5, zgodnie ze wzorem (11.22):

1-(1,011)>
O = (5 a5 1,,)(1+0,011)° - 1000 = (5—%)(1,@11)54000 = 169,90.

Raty wyniosa zatem R]. =1000dlaj=1,2,3,4 oraz R]. =1169,90 dla j = 5.
a) zakladamy priorytet sptaty odsetek

j=1;5;,=5,=5000; R, =1000; obliczamy wartos¢ niesptaconych odsetek
0,=5000-0,011=55; U, =R, -0,=1000-55=945; S, = S,— U, =5000 — 945
= 4055;

j=2;S., =S, =4055; R, =1000; O, = 4055 - 0,011 = 44,605; U, = R, ~ O, =
1000 — 44,605 = 955,395; S, = S, — U, = 4055 — 955,395 = 3099,605;

j=3;S.,=5,=3099,605; R, = 1000; O, = 3099,605 - 0,011 = 34,09; U, = R,
—0,=1000 - 34,096 = 965,904; S, = S, - L, = 309,605 — 965,904 = 2133,701;
j=4;5_,=S,= 2133,701; R, =1000; O, = 2133,701 - 0,011 = 23,471; U, = R,
—0,=1000-23,471=976,529; S, =S, — U, =2133,701 — 976,529 = 1157,172;

j=5; Sj_1 =S,=1157,172; R,=1169,90; O, =1157,172 - 0,011 =12,728; U, =
R,—-0,=1169,90 -12,728 =1157,17; S. = S, - U, =1157,17 - 1157,172 = 0.
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Schemat sptaty dltugu przedstawia sie nastepujaco:
Tablica 11.4. Schemat splaty dtugu dla danych z przyktadu 11.4 a)
i 5., R 0, u S,
1 5000 1000 55 945 4055
2 4055 1000 44,605 955,395 3099,605
3 3099,605 1000 34,096 965,904 2133,701
4 2133,701 1000 23,471 976,529 1157,172
5 1157,172 1169,9 12,728 1157,172 0
Suma X X 169,9 5000 X

Zrédlo: Opracowanie wiasne.

b) uchylamy zatozZenie priorytetu sptaty odsetek
Kazda rata R]., j=1,2,3,4, stanowi zwrot kapitatu, natomiast odsetki
naliczane za j-ty okres nie sa sptacane i beda kapitalizowane na koniec
okresu. Oznaczmy przez O;" odsetki splacane rata R, a przez U;" =
R - O - kapitat spfacany rata R. Odsetki O wynosza 0 dlaj=1,2,34,
natomlast O, =169,90 (obhczone zgodnie ze wzorem (11.22)). U = 1000
dla j=12,...5. Tym razem wartos¢ biezaca kapitatu S, obhczamy,
pomniejszajqc S,, o splacone odsetki O;" i sptacony kapitat U, nato-
miast powiekszajac o naliczone, niesptacone, skapitalizowane odsetki,
obliczane jako O, = S_,r. Dla kolejnych rat wykonujemy nastepujace

obliczenia:

j=1;0,=5000-0,011=55; R, =1000; O = 0; U, =
0, =5000 — 0 — 1000 + 55 = 4055;

j=2; O,=4055-0,011=44,605; R, = 1000; O, = 0; U,” = 1000; S, =
5 -0, -U,"+0,=4055-0-1000 + 44,605 = 3099,605;

1000; S, = S,— O, U, +

j=3; O, =3099,605 - 0,011 = 34,096; R, = 1000; O," = 0; U,” = 1000; S, =
S,— 0, ~ U, +0,=3099,605 — 0 — 1000 + 34,096 = 2133,701;

j=4; 0, =2133,701 - 0,011=23,471; R, = 1000; O," = 0; U," = 1000; S, =
S,~ 0, - U, +0,=2133,701 - 0 — 1000 + 23,471 = 1157,172;

j=5; 0,=1157,172 - 0,011=12,728; R. = 1169,90; O." = 169,902; LL" = 1000;
S, = S,-0,— U +0,=1157,172 — 169,902 — 1000 + 12,728 = 0.
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Schemat sptaty dlugu tym razem przedstawia sie nastepujaco:

11. Ratalna sptata dtugéw

Tablica 11.5. Schemat splaty dlugu dla danych z przyktadu 11.4 b)

j Sj—l R;‘ Oj* U; Sf

1 5000 1000 0 1000 4055

2 4055 1000 0 1000 3099,605

3 3099,605 1000 0 1000 2133,701

4 2133,701 1000 0 1000 1157,172

5 1157,172 1169,90 169,90 1000 0
Suma X X 169,90 5000 X

Zrédlo: Opracowanie wiasne.

Wiecej przykladow dotyczacych sptaty dtugu przy ustalonych ratach
kapitalowych oraz zadanych kwotach ptatnosci (rowniez z uwzglednieniem
opoznienia okresu sptat rat) mozna znalez¢ w literaturze przedmiotu®.

Po lekturze tego rozdzialu Czytelnik powinien:

umiec¢ sporzadzi¢ schemat splaty diugu (wyznaczy¢ wysokos¢ diugu
biezacego, wysokos¢ raty i jej czeSci odsetkowej oraz kapitalowej);
umie¢ sporzadzi¢ schemat sptaty dtugu o statych (annuitetowych)
ratach;

umie¢ sporzadzic¢ schemat sptaty dtugu o statych ratach kapitalowych.

Pytania sprawdzajace

1.

Kredyt w wysokosci 4500 zt ma zosta¢ splacony w szesciu ratach mie-

siecznych. Pierwsza rata wynosi 800 zt, druga, trzecia i czwarta — po

750 zt. Piata rata ma by¢ rowna 0 zt.

a) Wyznacz wysoko$¢ ostatniej raty zgodnie z zasada rownowaznosci
dtugu i rat.

b) Oblicz dtug biezacy po splacie drugiej i piatej raty.

Sporzadz schemat sptaty dtugu w wysokosci 8000 zt sptacanego:

a) w szesciu kwartalnych ratach annuitetowych;

b) w pieciu kwartalnych ratach o statej czesci kapitatowej;

% Por. m.in. [Bijak, Podgdrska, Utkin 1994; Jaworski, Micat 2005; Kozubski 1998; Podgorska,
Klimkowska 2013; Sobczyk 1995].
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c) w czterech kwartalnych ratach o stalej czesci kapitatowej przy zato-
zeniu, ze odsetki zostang sptacone jednorazowo z ostatnia, czwarta
rata.

Kwartalna stopa procentowa wynosi 2%.
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