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Wstep

O czym i dla kogo jest ta ksiazka? Opisuje w niej niektore podstawowe pojecia
matematyczne z dwoch perspektyw, szkolnej i matematycznej. Perspektywa
szkolna okresla dwa kregi odbiorcow. Do pierwszego z nich mozna zaliczyé
przyszlych nauczycieli matematyki (studiujacych matematyke) lub pracuja-
cych juz nauczycieli matematyki oraz wykladowcéw tych uczelni wyzszych,
ktore przygotowuja studentow do uczenia matematyki, prowadzac rozmaite
zajecia w ramach szeroko rozumianej dydaktyki matematyki. Drugi krag od-
biorcéw to wyktadowcy prowadzacy zajecia stricte matematyczne na sekcjach
nauczycielskich. Niestety czesé¢ z tych oséb nie dostrzega, nie zna perspek-
tywy szkolnej i albo nie zajmuje sie takimi pojeciami, jak liczby catkowite,
wymierne, dtugos$é, pole, objetoéé, albo podaje ich opis w akademicki, abs-
trakcyjny sposoéb, nie pokazujac szkolnego tta tych pojeé. Niniejsza ksiazka
ma za zadanie pomoc takim osobom dostrzec szkolny aspekt niektorych po-
je¢. Chcialbym podkresli¢, ze niekiedy siegam do ,szkolnych poczatkow” opi-
sywanych pojeé, tj. do nauczania wczesnoszkolnego. W nauczaniu tym, a na-
wet w przedszkolu ksztaltuja sie bowiem podstawowe pojecia geometryczne
i przede wszystkim pojecie liczby naturalnej.

W ksiazce pokazuje, w jaki sposob mozna wprowadzaé i ksztaltowac nie-
ktére pojecia matematyczne, w jaki sposéb ,robi si¢” to w szkole (w tym
celu zamieszczone zostaly fragmenty szkolnych podrecznikéw) i jak wygla-
daja formalne matematyczne definicje tych pojeé. Odwotuje sie do podstawy
programowej z matematyki, czyli bardzo waznego dokumentu, okreslajacego,
jakich zagadnien z matematyki powinno sie uczyé¢ w szkole. Niestety pod-
stawa programowa zmienialta sie ostatnio zbyt czesto, a niektore watki znik-
nely z obecnie obowiazujacych” podrecznikéw (dostosowanych do podstawy
programowej). Mam nadzieje, ze sporo nauczycieli nie przejmie sie tymi cie-
ciami i bedzie uczy¢ matematyki, kierujac sie dobrymi przyktadami, a nie na-
rzuconymi biurokratycznymi ograniczeniami; dotyczy to zwtaszcza tzw. klas
matematycznych.

Ksigzka powstata na podstawie materialéw do wyktadéw ,Modelowanie
wybranych poje¢ matematycznych”, ktére prowadzitem w latach 2011-2017
dla studentéw sekcji nauczycielskiej w Instytucie Matematyki Uniwersytetu
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Gdanskiego. Przed niektérymi wykladami pytatem studentéw (w formie an-
kiety), co wiedza np. o liczbach rzeczywistych, o pojeciu pola figury plaskiej,
o funkcjach ciaglych; wyniki tych ankiet bardzo mnie zaniepokoity — wiedza
przysztych nauczycieli matematyki na temat istoty poje¢, ktore beda wpro-
wadzaé w szkole, jest plytka (niektére odpowiedzi studentéw przytaczam).
Mozna zapytaé, czy taka glebsza wiedza jest im potrzebna? Podobne, raczej
retoryczne pytanie mozna zadaé¢ np. przyszlym lekarzom: po co lekarzowi pod-
stawowej opieki medycznej wiedza na temat komdrki, genéw itp.? Uwazam, ze
fundamentalna wiedza jest jednak niezbedna, zwtaszcza przysztym nauczycie-
lom matematyki; na ogél nie tworza oni matematyki, ale, omawiajac, ksztaltu-
jac pojecie matematyczne w szkole, warto siega¢ do matematycznych podstaw
danego pojecia.

Ksiazka zostata podzielona na cztery rozdziaty, kazdy podrozdzial w roz-
dziale zakonczony jest zestawem zadan (umownie nazwanych ¢wiczeniami) do
samodzielnej pracy. Czeé¢ z nich ma charakter dydaktyczny, czes¢ to zadania
matematyczne, a niektore to sugestie dalszych lektur. Po kazdym podrozdziale
przedstawiono spis literatury; znajduja sie w nim takze podreczniki (ich wy-
brane fragmenty zamieszczono w ksiazce).

Chciatbym wyrazi¢ ogromng wdziecznosé pierwszym czytelnikom ksiazki,
Panom Marcinowi Karpinskiemu i Ryszardowi Kubiakowi — dzieki ich uwa-
gom i sugestiom nabrata ona obecnego ksztattu. Dziekuje rowniez Profesorowi
Henrykowi Kakolowi za wnikliwe przeczytanie maszynopisu i szereg cennych
uwag.

Piotr Zarzycki



Jak ksztattowaC pojecia matematyczne
— zasady ogolne

W czasie dwunastu lat szkolnej edukacji matematycznej uczniowie poznaja
wiele pojeé. Niektére z nich ,,tkwia” w uczniach, inne trzeba, niekiedy z duzym
trudem, modelowaé¢. Ksztaltujac jakies pojecie, powinnidmy sie opieraé¢ na
wiedzy codziennej (potocznej) ucznia; ponizszy schemat modelowania pojeé
matematycznych dotyczy praktycznie wszystkich opisywanych w tej ksiazce

pojeé.

doswiadczenia, wiedza,
informacje z réznych zrédet

|

| definicja potoczna |

|

| definicja pogladowa |

|

| definicja formalna |

Przez doswiadczenia rozumiemy wszelkie doznania zmystowe zebrane
w dotychczasowym zyciu ucznia i doSwiadczenia — eksperymenty (sponta-
niczne) zwiazane z danym pojeciem. Z definicja potoczna wiaze si¢ intuicyjne
rozumienie ksztaltowanego pojecia. Przygotowujac uczniéw do definicji po-
gladowej, warto zadba¢ o pojawienie sie sporej liczby desygnatéw wprowa-
dzonego pojecia, ktére uczniowie powinni znaé, np. utamki (liczby wymierne)
powinny by¢ kojarzone z potéwkami, ¢wiartkami. Za strzatkami kryja sie dzia-
tania dydaktykow matematyki, nauczycieli, autoréw podrecznikéw, rodzicow,
ktére maja uksztaltowaé (wymodelowaé) jakie§ matematyczne pojecie. R6z-
nice miedzy trzema rodzajami definicji sa intuicyjnie jasne, np. pole potocznie
oznacza wielkos¢ figury ptaskiej, pogladowo to liczba jednakowych kwadratéw
szczelnie wypelniajacych te figure (definicja ta powinna byé rozszerzona, bo
z takiej jej formy nie mozna byloby obliczyé¢ np. pola tréjkata), a formalnie
pole definiuje sie¢ za pomoca miary wewnetrznej i zewnetrznej Jordana.



10 Jak ksztattowac pojecia matematyczne — zasady ogolne

Sformutujmy reguty modelowania pojecia matematycznego w nastepujacy
sposéb:

1. Baza do ksztaltowania matematycznego pojecia sa do$wiadczenia ucznidéw
w intuicyjnym postugiwaniu sie tym pojeciem w sytuacjach realnych.

2. Nalezy stara¢ sie, aby w szkolnej edukacji matematycznej pojawity sie
przynajmniej dwa pierwsze typy definicji, tj. definicja potoczna i pogla-
dowa.

3. Wprowadzajac, opisujac pojecie matematyczne, uczen powinien, jesli to
mozliwe, przechodzié¢ przez trzy etapy: emaktywny (poznawanie pojecia
poprzez odpowiednio zaplanowane aktywnosci, dziatania), ikoniczny (two-
rzenie reprezentacji ikonicznej pojecia) i symboliczny (badanie wprowadzo-
nego pojecia przy uzyciu symboliki matematycznej). Jest to sformutowana
przez Jerome’a Brunera zasada trzech etapow.

Zasada trzech etapoéw — uwagi ogolne

Amerykanski psycholog Jerome Bruner (zob. [Bru] oraz [Siw]) sformutowal
jedna z fundamentalnych zasad nauczania matematyki, tzw. zasade trzech
etapow. Zasade te mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposéb: W nauczaniu kaz-
dego matematycznego pojecia powinny sie pojawic¢ trzy etapy: enaktywny,
ikoniczny i symboliczny.

Etap enaktywny (tego stowa nie ma w stowniku jezyka polskiego, pochodzi
ono od angielskiego wyrazu enact, ktéry m.in. oznacza ,odgrywac role”) po-
lega na poznawaniu pojecia poprzez prace nad realnie, fizycznie istniejacymi
obiektami. Etap ikoniczny to praca, ¢wiczenia zwiazane z wprowadzanym po-
jeciem poprzez tworzenie jego reprezentacji rysunkowych (ikonicznych), za$
etap symboliczny oznacza zapisywanie istotnych informacji na temat danego
pojecia za pomoca symboli, a takze wykonywanie operacji na symbolach ob-
razujacych to pojecie.

Warto podkredlié, ze chociaz przywoltana kolejnos¢, czyli najpierw etap
enaktywny, potem ikoniczny i wreszcie symboliczny, jest naturalna, to w na-
uczaniu etapy te moga naktadaé sie na siebie, przenikac i taczy¢. Ponizej za-
mieszczamy przyklad realizacji zasady trzech etapéw (poziom wezesnoszkolny,
dodawanie liczb naturalnych).

Przyktlad

Zobrazujemy zasade trzech etapow na przykladzie dotyczacym liczb natural-
nych poznawanych w nauczaniu poczatkowym. Wprowadzanym pojeciem jest
suma liczb.
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Etap enaktywny polega na policzeniu 3 jablek i 2 gruszek, a zadanie dla
ucznia jest nastepujace: Przeldz na mniejszy talerz 3 jablka i 2 gruszki, a na-
stepnie odpowiedz, ile razem owocow jest na mniejszym talerzu.

a o

Rozwiazanie tego zadania polega na aktywnosci przelozenia i w poczatko-

wym okresie edukacji na policzeniu wszystkich owocéw na talerzu.

Etap ikoniczny polega na podobnym zadaniu, jednak teraz operujemy na
obrazkach: Pokoloruj 3 jablka 1 2 gruszki, a nastepnie odpowiedz, ile razem

owocéw pokolorowales. @’ 6@

Etap symboliczny to zapisanie dzialania, zobrazowanego na dwoch po-
przednich etapach, za pomoca symboli: Zapisz za pomocqg cyfr i znaku doda-
wania sume liczb 3 oraz 2 i wynik tego dodawania.

LITERATURA
[Bru] Bruner J.S., Poza dostarczone informacje. Studia z psychologii poznawania, przel.
B. Mroziak, PWN, Warszawa 1978

[Siw] Siwek H., Dydaktyka matematyki. Teoria i zastosowania w matematyce szkolnej, WSIiP,
Warszawa 2005



Rozdziat 1

Liczby

1.1. Liczby naturalne

Liczby naturalne w edukacji szkolnej

Liczby naturalne pojawiaja sie juz na poczatku edukacji szkolnej, ale dziecko
nie dowiaduje sie o liczbach dopiero w szkole, zna je znacznie wczeéniej —
male dzieci licza paluszki (jeden, dwa, trzy, cztery, pieé, ...). Zauwazmy, ze
liczby opisane sa za pomoca stéw, symbole 1, 2, 3, 4 itd. pojawiaja sie p6zZniej.
Czlowiek otoczony jest przez liczby, ,,atakowany” przez ogromna ilos¢ infor-
macji wyrazanych za pomoca liczb. Tak wiec ksztaltujac pojecie liczby na-
turalnej, powinni$my sie opiera¢ na wiedzy potocznej ucznia. W matematyce
wezesnoszkolnej (klasy I-III) liczby stanowia priorytet, nie bedziemy jednak
zajmowad sie tym poziomem nauczania. Warto jednak wiedzie¢, ze istniejg do-
brze udokumentowane teorie opisujace problem ,percepcji” liczb naturalnych
we wezesnym okresie rozwoju dziecka (np. teoria Piageta). Istotne znaczenie
tych teorii dla nauczycieli klas czwartych i wyzszych szkoly podstawowej po-
lega na diagnostyce, np. brak tzw. konserwacji liczby to wyrazny sygnat dla
nauczyciela, ze uczen, u ktérego zauwaza sie ten brak, bedzie mial ogromne
problemy z matematyka (polecamy ksiazke Stanislasa Dehaene The Number
Sense [DS] poswigcona tym zagadnieniom).

Liczbami naturalnymi postugujemy sie tak czesto, ze mozna je nawet uwa-
zaé za pojecie pierwotne, a wiec takie, ktorego sie nie definiuje. Gdyby zapytac,
co to jest liczba naturalna, to nawet dla dorostego cztowieka odpowiedz nie
bytaby prosta, pewnie wielu odpowiedzialoby: jeden, dwa, trzy, ... W po-
dobny sposéb, przez wyliczanie, wprowadzaja je autorzy zdecydowanej wigk-
szo$ci podrecznikéow (zajmujemy sie nauczaniem matematyki, poczawszy od
klasy IV szkoly podstawowej).

W kolejnych zamieszczonych tu fragmentach (poza ostatnim) z podreczni-
kéw gimnazjalnych (obecnie VII i VIII klasa) lub ponadgimnazjalnych widaé
podobne okreslenia liczb naturalnych.
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Liczby wystepuja niemal we wszystkich dziedzinach dziatalnosci czto-
wieka. W zyciu codziennym najczesciej uzywamy liczb naturalnych.
Liczby naturalne to 0, 1, 2, 3, 4, ..., 27, ..., 195, ..., 2874, ...
Liczby naturalne zapisujemy za pomocg dziesieciu cyfr:

012 3 456 7 89

Podrecznik IV klasa SP, GWO [SP_IV_GWO)]

Za ich pomoca zapisujeny licziy.

! 0,1,2.34,5 6,7, 8 9tocyfry
Lczby 0,1, 2, 3. 4,5, 6, 7. 8.9, 10, 11, 12 ... to liczlby naturaine,

Podrecznik IV klasa SP, Operon [SP_IV_Operon]
e Liczby 0,1, 2, 3,4, ... nazywamy liczbami naturalnymi.

Podrecznik I klasa G, GWO [GI.GWO]

Liczby naturalne
0,1,2,3,4,...

Liczby catkowite
.., —3,-2,-1,0,1, 2,3, ...

Podrecznik I klasa L, GWO [L_I_.GWO]

Licaby naturabee

L

,Liczba jest istota
wszystkich rzeczy”

Pty ol 377 g - 497 pn.e

Liceby naturslng
00,55 4,56 78,9 00,01 1L 13, B 05 06, 07, 15, 15 B0, 192, 10X, HH.
W dahesigtl b AFSE e paryoyinym B ehy dapisuprmey ra |lu|n|h¢JJ|r

shciu cyifm @, L4 56 7.8, 9

: i bk
Fagprin 19 curscra by coterd vy 5
aig | - 1000 + 9 - |00+ 910+ 3 []: El E

Podrecznik I klasa G, seria Matematyka 2001, WSiP [G_I_-WSiP]
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W pewnej dawnej gree dla dwdch graczy pierwszy podaje jakags lice-
b naturalng, potem o samo robi dragl, Wygnowa ten, kio poda licebg
wigksem, rpaminjae rddnicg w zbocie. Cry warto byd tym, kiGry roz-
poceyma’

Liczby naturalne to e, kidre pojawiajq sig prey odliczaniu: 1, 2.3, K.l.rdy sig domysla, cosig
kryje za wiclokropkicm, ale wlasciwie, co tam jest? Pltm-..c.:, najmnicjsey liczbg naturalng
jest liczba 1, ta, ktdrej odleglosé od 0 wyznacza skalg na osi licebowee). (Nickiedy provimnige
she oy, So mafmicisng licohg maluraing fest wilataie Nezha 0, m’l'rmuj e J'r{'d:aml_l: xig ok
umawiac), Mastepna to 2, kideg mokemy otreymad 2 liceby | precz dodanie jedynki. Kolejng
liczbg naturalng, liczbe 3, otreymamy z liczby 2. dodajae kolejng, Modna sobie wyobmazd, de
daley meinnu I,'ll'\_.vé poadobme, Fdeliniujmy wige licehy naturalne ]alm e, kibre modna olrEy-
mac z liczby | prece dodawanie | (i oczywiscic sama jedynkeg te uamajemy za licabg naturlng),

Podrecznik I klasa L, seria Matematyka si¢ liczy, WSiP [L_I-WSiP]

Przedstawione w podrecznikach ,definicje” (poza ostatnia, w ktérej zero
nie zostalo zaliczone do liczb naturalnych) nie daja miarodajnej odpowiedzi,
co to sg liczby naturalne. Wypisanie 0, 1, 2, ... obrazuje tzw. nieskoficzono$é¢
potencjalna, widzimy tylko trzy liczby (ich symbole), ale wierzymy, ze jest ich
nieskonczenie wiele, co symbolizuja trzy kropki. Zastanéwmy sie wiec teraz,
co to jest liczba naturalna.

Spojrzmy skrétowo, jak ksztaltuje sie to pojecie w edukacji wezesno-
szkolnej!l. Kiedy uczniowie poznaja kolejne liczby naturalne, np. liczbe 5 i jej
oznaczenie, to wystepuje ona w dwbdch podstawowych aspektach, kardynalnym
i porzadkowym.

Popatrzmy na grupe stoni i grupe séw:

£ A

4")2\% S =

LERSIAN S/ .

. Y
e a i

. LS

| l{j"\' \« [ !

IR ‘

Co laczy te dwie grupy? Laczy je ta sama liczba elementéw, na obrazkach
jest 5 stoni i 5 s6w, czyli liczba stoni i liczba séw sa jednakowe. Wyobrazmy
teraz sobie, ze patrzymy na obie grupy (zbiory) z bardzo duzej odleglosci;
widzimy juz nie stonie i sowy, ale bardzo podobne do siebie zbiory pieciu
punktow.

1 Dzieci przychodzace do szkoly na ogét licza w zakresie 10. (...) Pamietaé jednak trzeba

o tym, ze umiejetnos¢ liczenia nie oznacza jeszcze rozumienia pojecia liczby. (...) Od
wlasciwego doboru ¢wiczen zalezy, czy uczen konczacy klase pierwsza bedzie rozumial
liczbe jako pojecie abstrakcyjne, czy tez nadal bedzie widziat tylko jej konkretne reali-
zacje, np. dwa palce, dwa jabtka” ([NPM_2], s. 233 i nn.).
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99

WyabstrahowaliSmy pojecie liczby naturalnej (tutaj liczby 5), ktora jest
atrybutem zbioru, grupy dowolnych przedmiotow, okreslajacym liczbe ele-
mentéw tego zbioru (tej grupy). To jest wilasnie aspekt kardynalny liczby
naturalnej.

Dzieci w poczatkowej fazie poznawania liczb licza tak: jeden, dwa, trzy,
cztery, pie¢, nie podajac od razu liczby pie¢. Mozna zatem powiedzie¢, ze
mimo uzywania liczebnikéw gléwnych pojawia sie¢ w tym dziecinnym licze-
niu aspekt porzadkowy. Roéznica miedzy oboma aspektami liczby jest dosé
delikatna. Popatrzmy na przyktad:

DENTYSTA

~

nr1 nr2 nr3 nr4 nrb

Dla pana w jasnym garniturze istotna jest pozycja w kolejce do dentysty,
jest piaty, ma numerek 5, liczba 5 oznacza pozycje; liczebnosé zbioru ocze-
kujacych w kolejce jest mniej istotna. Aspekt porzadkowy wiaze sie z waz-
nym modelem liczb naturalnych, osia liczbowa, na ktorej zaznaczamy liczby
0,1, 2, ... w pewnym porzadku. Ten model powinien by¢ wprowadzany nie-
zbyt wezesnie (por. éwiczenie 1.1.1), o$ liczbowa jest linig ciagla, niedziurawa,
uczniowie zaznaczaja na niej wytacznie liczby 0, 1, 2, ..., ale pewnie niektorzy
z nich zastanawiaja sie, co jest pomiedzy zaznaczonymi liczbami.

Liczby naturalne wystepuja takze w innych aspektach. Sa to:

« aspekt miarowy; warto tutaj skorzystaé¢ np. z klockéw Cuisenaire’a, mierzac
rézne wielkoSci za pomoca jednakowych klockow;

« aspekt pieniezny; mozna traktowaé go jako rodzaj aspektu miarowego (cena
— ,miara” wartosci produktu), ale takze aspektu kardynalnego: 5 zt w skar-
bonce moze oznaczaé, ze w skarbonce znajduje sie 5-elementowy zbiér monet
jednoztotowych;
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« aspekt kodowy; liczba zapisana cyframi oznacza np. numer telefonu (3414914,
nikt nie méwi numer 3 miliony 414 tysiecy 914), liczba 23 dla fanéw koszy-
kéwki to numer na koszulce stynnego Michaela Jordana.

Dlaczego potrzebne s nam tak réznorodne aspekty liczby naturalnej? Wy-
korzystuje si¢ je do ksztaltowania kolejnych umiejetnosci, np. trudno sobie
wyobrazi¢ wprowadzanie algorytmow dziatan pisemnych na liczbach natural-
nych bez aspektu pienieznego (miarowego) liczby. Aspekt miarowy (takze ten
na osi liczbowej) przydaje sie do modelowania dodawania i odejmowania jako
dzialania przeciwnego.

Wspomnielismy wyzej o klockach Cuisenaire’a, czyli o zestawie prostopa-
dloscianéw o wymiarach w centymetrach: 1 x 1 x 1, 1 x1x2,1x1x3, ...,
1 x 1 x 10. Niekiedy klocki te nazywa sie kolorowymi liczbami lub liczbami
w kolorach. Klocki réznych dlugosci sg réznych kolorow?.

Klockéow Cuisenaire’a uzywa sie do rozmaitych éwiczen arytmetycznych,
np. do zabaw w budowanie pociagéw o réznych dlugosciach (z klockéw tych
mozna takze budowaé figury przestrzenne).

Przyktady

« Jaka dhugos¢ majg ponizsze pociagi?

Zwroémy uwage na rézne strategie rozwigzywania tego zadania prowa-
dzace w koncu do zapisow symbolicznych: 1+3=4,24+5=7,44+14+3=8.

2 Opis kilku wersji klockéw mozna znalezé w [NPM_1].
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» Ul6z pociag o dtugosciach 2 ¢m, 3 c¢m, 4 c¢m, 5 cm. Jaka dlugo$é¢ mialby
pociag utozony ze wszystkich klockéw kompletu?

Klockéw Cuisenaire’a mozna tez uzy¢ do ilustrowania praw dziatlan na
liczbach. Méwimy tutaj o przemiennosci i lacznosci (dodawania i mnozenia)
oraz rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania. Prawa te pojawiaja si¢ juz
w IV klasie szkoty podstawowej, obecnie na szczescie w ukrytej formie; ucznio-
wie wykorzystuja je w tzw. sprytnych rachunkach w sytuacjach, gdy jest to
naturalne. Na tym poziomie nie ma potrzeby moéwienia o tych prawach w spo-
sob abstrakcyjny — przy uzyciu liter. Warto jednak o nich méwi¢; popatrzmy
na wizualny ,,dow6d” przemiennosci dodawania:

& Widzimy ten sam pociqg,
Widze pociag dtugosci 3+41=1+3

3 plus 1.

Widze pociag dtugosci I; Ig
‘ 1 plus 3.

Powyzszy ,,dowdd” jest zgrabny, ale to tylko wizualizacja. Skad wynikaja
prawa dzialan na liczbach naturalnych? Aby odpowiedzieé na to pytanie, po-

winnidmy doktadnie przyjrzeé¢ sie strukturze tych liczb, a wlasciwie ich defi-
nicjom formalnym.

Liczby naturalne — definicje

Zacznijmy od niemieckiego matematyka, Leopolda Kroneckera (1823-1891),
ktéry stwierdzil, ze ,,Liczby naturalne stworzyt Bég, a wszystko inne jest dzie-
tem czlowieka”. Czyzby Kronecker, przypisujac liczbom naturalnym boskie
pochodzenie, nie widzial potrzeby ich zdefiniowania? Takie definicje jednak
sie pojawialy, jedna z pierwszych, precyzyjnych definicji liczb naturalnych na-
lezy do niemieckiego logika, Gottloba Fregego (1848-1925), ktéry opart swoja
definicje na teorii liczb kardynalnych skonczonych.

Definicja pomocnicza

Zbiér nazywamy zbiorem nieskonczonym (w sensie Dedekinda), jesli jest on
réwnoliczny z pewng swoja czesScia wlasciwa. Zbior skonczony (w sensie De-
dekinda) to zbidr, ktory nie jest réwnoliczny z zadng swoja czedcia wlasciwa.

Definicja Fregego liczb naturalnych
Liczby naturalne to moce zbioréw skonczonych.
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Uwagi

1. Z definicji Fregego wynika, ze 0 jest liczbg naturalna, bo jest moca zbioru
pustego, ktéry jest oczywiscie skonczony?.

2. Dla kazdej liczby naturalnej istnieje jej nastepnik, ktéry jest tez liczba
naturalng (por. ¢wiczenie 1.1.5).

3. Liczba naturalna 0 nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej.

4. Jesli nastepniki dwoch liczb naturalnych sa sobie réwne, to liczby te sa tez
sobie réwne.

Z liczbami zawsze zwiagzane sg dzialania na nich. W szkole powszechnie
korzystamy z wtasnosci dziatan na liczbach, tj. przemiennoéci i tacznosci doda-
wania, przemiennosci i taczno$ci mnozenia, rozdzielno$ci mnozenia wzgledem
dodawania.

Definicja sumy i iloczynu dwéch liczb naturalnych jest nastepujaca:
Jesli a, b sg liczbami naturalnymi, czyli a = |A|, b = |B| (symbolem || ozna-
czamy moc zbioru), oraz zbiory A, B sa rozlaczne (rozlacznosé potrzebna jest

do definicji sumy liczb), to det

a+b=|AUB|

def

a-b=|AXxB]
Udowodnimy np. (na gruncie definicji Fregego), ze dodawanie liczb natu-
ralnych jest przemienne.

at+b=b+a
a=1Al,b=|B|,AnNB =1
a+b=|AUB|

b+a=|BUAl=|AUB|=a+b
Aksjomaty Peano
Inne podejscie do liczb naturalnych zaprezentowal na przelomie XIX i XX w.
matematyk wloski, Giuseppe Peano (1858-1932). Oto aksjomaty Peano:

1. Element 0 jest liczba naturalna.

2. Kazda liczba naturalna n ma nastepnik N(n), ktéry jest liczba naturalna.

3. Liczba 0 nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;j.

4. Jesli nastepniki dwoch liczb naturalnych sa sobie réwne, to same liczby
tez sa réwne.

5. (aksjomat indukcji) Kazdy zbiér K zlozony z liczb naturalnych o wlasno-
Sciach:
o liczba 0 nalezy do K,
o jesli zbior K zawiera dla kazdej liczby naturalnej z tego zbioru takze jego
nastepnik, to zawiera wszystkie liczby naturalne.

Przyjmujac definicj¢ Fregego, ostatecznie rozstrzygamy dylemat, czy zero jest liczbg
naturalng — tak, jest!
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Zbiér liczb naturalnych oznaczaé bedziemy przez N (niestety podobne
oznaczenie — N — stosuje sie do okreslenia nastepnika).

Jak, korzystajac z aksjomatyki Peano, zdefiniowa¢ dodawanie i mnozenie
liczb naturalnych? Ponizej przedstawiamy te definicje (warto tutaj podkresli¢
ich indukcyjny charakter).

Definicja sumy liczb naturalnych

Suma x 4y liczb naturalnych z i y nazywamy dwuargumentowsa funkcje taka,
ze dla dowolnych liczb naturalnych z, y spelnione sg warunki:

i) z+0=x

(i) z + N(y) = N(z +y)

Definicja iloczynu liczb naturalnych
Iloczynem z -y liczb naturalnych x oraz y nazywamy dwuargumentows funkcje
taka, ze dla dowolnych liczb naturalnych x,y spelnione sg warunki:

(i) x-0=0
(ii)z- N(y) = (z-y) +

Jak, korzystajac z powyzszych definicji, pokazaé np., ze dodawanie liczb
naturalnych jest taczne?

Chcemy pokazaé, ze dla dowolnych liczb naturalnych z, y, z spelniona jest
réwnosé
) (z+y)+z=x+(y+2)

Niech z, y beda dowolnymi liczbami naturalnymi i niech K oznacza zbiér
tych liczb naturalnych z, ze spelniona jest réwno$é (k). Pokazemy, ze K spelnia
aksjomat indukcji, zatem K = N.
c0eK: (z+y)+0=x+y

z+(y+0)=x+y
o Zalézmy, ze zachodzi (x) przy dowolnym, ustalonym z. Sprawdzimy, ze wow-
czas zachodzi takze (%) dla N(z).

(z+y)+N(2) = (z4y)+z) = N(z+(y+2)) = 2+N(y+z) = 2+(y+N(2))
Uwaga
Istnieje inny sposéb definiowania liczb naturalnych. Zaproponowal go mate-

matyk amerykanski, John von Neumann (1903-1957). Sposéb ten opieral sie
na wprowadzeniu relacji liniowego porzadku w zbiorze ciggéw, tzw. pateczek.

CWICZENIA

1.1.1. Sprawdz w kilku podrecznikach matematyki na poziomie szkoty pod-
stawowej, w jaki sposdéb wprowadza sie o$ liczbowa.
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1.1.2. O$ liczbowa pojawia sie do$¢ wezesnie w nauczaniu; uczniowie zazna-
czajg na niej liczby naturalne. Co zrobisz, gdy uczen po narysowaniu
linia ciagta osi liczbowej i zaznaczeniu na niej kilku liczb naturalnych
zapyta: ,A co jest pomiedzy zaznaczonymi liczbami?”.

1.1.3. Uczniowie bardzo czesto nie odrdzniaja cyfry od liczby. W jaki sposéb
mozna ten problem wyjasni¢ uczniowi?

1.1.4. Przeczytaj artykul Romana Sikorskiego Czy liczby rzeczywiste sq rze-
czywiste? (miesiecznik ,Delta”, pazdziernik 1974) lub prace zbiorowa
O twierdzeniach i hipotezach. Matematyka wedlug ,Delty” (Wydawnic-
twa UW, 2005), w ktérych mozna znalez¢é kilka frapujacych i dowcip-
nych opowiesci o liczbach.

1.1.5. ,Dla kazdej liczby naturalnej istnieje jej nastepnik, ktéry tez jest liczba
naturalna.” To jedna z uwag dotyczacych definicji Fregego liczb natu-
ralnych (zob. s. 18). Co w tej uwadze oznacza termin ,nastepnik”? Jesli
liczbie naturalnej n odpowiada zbior A, to jaki zbiér odpowiada liczbie
bedacej nastepnikiem liczby n?

1.1.6. Korzystajac z definicji Fregego liczb naturalnych, pokaz tacznosé doda-
wania.

1.1.7. Korzystajac z aksjomatéw Peano, pokaz przemienno$é mnozenia.

1.1.8. Napisz esej o definicji liczb naturalnych podanej przez von Neumanna.
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O czym i dla kogo jest ta ksigzka? Opisuje w niej niektore podstawowe
pojecia matematyczne z dwéch perspektyw, szkolnej i matematyczne;.
Perspektywa szkolna okresla dwa kregi odbiorcéw. Do pierwszego z nich
mozna zaliczyC przysztych nauczycieli matematyki (studiujacych matema-
tyvke) lub pracujacych juz nauczycieli matematyki oraz wyktadowcow tych
uczelni wyiszych, ktore przygotowuja studentdw do uczenia matematyki,
prowadzac rozmaite zajecia w ramach szeroko rozumianej dydaktyki ma-
tematyki. Drugi krag odbiorcéw to wyktadowcy prowadzacy zajecia stricte
matematyczne na sekcjach nauczycielskich. Niestety, czesé z tych osob nie
dostrzega, nie zna perspektywy szkolnegj i albo nie zajmuje sie takimi poje-
ciami, jak liczby catkowite, wymierne, diugosd, pole, objetosd, albo podaje
ich opis w akademicki, abstrakcyjny sposib, nie pokazujac szkolnego tia
tych pojec. Niniejsza ksiazka ma za zadanie pomac takim osobom dostrzec
szkolny aspekt niektorych pojed. Cheiatbym podkreslic, 2e niekiedy siegam
do .szkolnych poczatkdow” opisywanych pojed, tj. do nauczania wczesno-
szkolnego. W nauczaniu tym, a nawet w przedszkolu ksztattujg sie bowiem
podstawowe pojecia geometryczne i przede wszystkim pojecie liczby
naturalnej.

Fragment Wstepu

Problematyka poruszana w ksigzce dotyczy jednego z najwaziniejszych
komponentow procesu nauczania matematyki - ksztaltowania pojec
matermatycznych. Biorge pod uwage réznorodnosc zamieszczonych tam
tresci, ukazanie sie tej pozycji na rynku wydawniczym uwazam za bardzo
wartosciowe wydarzenie dla dydaktyki matematyki. Tym bardziej ze od
czasow ukazania sie Zarysu dydaktyki matematyki autorstwa Z. Krygowskiej
w polskiej literaturze dydaktycznej nie pojawila sie tak duza pozycja po-
swiecona problemom ksztaltowania pojec¢ matematycznych.

Z recenzji dr. hab. Henryka Kakola, prof. nadzw. WSA
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